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1

Mở đầu

Bài toán xác định không điểm của toán tử j-đơn điệu có ý nghĩa quan trọng
trong nhiều lĩnh vực khác nhau, như khoa học vật lí, tối ưu hóa, toán kinh tế,
toán tài chính. . . Ở đây, ta quan tâm đến bài toán sau:
Xác định một phần tử x∗ ∈ E sao cho:

0 ∈ A(x∗), (0.1)

trong đó A : E −→ 2E là một toán tử j-đơn điệu xác định trên không gian
Banach E. Ta biết rằng khi E là không gian Hilbert thì toán tử j-đơn điệu được
gọi là toán tử đơn điệu.

Khi A : H −→ 2H một toán tử đơn điệu cực đại trên không gian Hilbert H,
thì R. T. Rockafellar [57] đã đề xuất phương pháp điểm gần kề để xác định dãy
{xn} như sau:

xn ∈ cnAxn+1 + xn+1, x0 ∈ H, (0.2)

ở đây cn > c0 > 0. Tuy nhiên, việc áp dụng phương pháp lặp (0.2) chỉ thu được
sự hội tụ yếu của dãy {xn} về một không điểm của A.

Trong những năm gần đây, xuất phát từ một số mô hình toán thực tế trong
tối ưu hóa và vật lý, bài toán tìm không điểm của tổng của hai toán tử đơn điệu
cực đại hay bài toán tìm không điểm chung của hai toán tử kiểu đơn điệu và
tổng quát hơn là bài toán tìm không điểm chung của một họ hữu hạn các toán
tử kiểu đơn điệu, đã thu hút sự quan tâm nghiên cứu của nhiều nhà toán học
trên thế giới.

Năm 2005, H. H. Bauschke, P. L. Combettes và S. Reich [11] đã đề xuất kết
hợp phương pháp điểm gần kề và phương pháp lặp luân phiên cho bài toán xác
định không điểm của hai toán tử đơn điệu cực đại trong không gian Hilbert.
Tuy nhiên, họ chỉ thu được sự hội tụ yếu. Như vậy một vấn đề đặt ta là liệu
rằng có thể cải tiến phương pháp lặp luân phiên cho bài toán tìm không điểm
chung của hai toán tử kiểu đơn điệu, đồng thời phương pháp đặt ra sẽ hội tụ
mạnh đến nghiệm của bài toán.

Bài toán tìm điểm bất động chung của một họ hữu hạn các ánh xạ không
giãn trong không gian Hilbert hay không gian Banach là một trường hợp riêng
của bài toán chấp nhận lồi: “Tìm một phần tử thuộc giao khác rỗng của một họ
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hữu hạn hay vô hạn các tập con lồi và đóng {Ci}i∈I của không gian Hilbert H
hay không gian Banach E”. Bài toán này có nhiều ứng dụng quan trọng trong
các lĩnh vực khoa học khác nhau như: Xử lí ảnh, khôi phục tín hiệu, vật lý, y
học ... Một trong những mở rộng của lớp ánh xạ không giãn trong không gian
Banach là lớp ánh xạ Bregman không giãn mạnh (không giãn theo khoảng cách
Bregman). Bài toán tìm điểm bất động của ánh xạ Bregman không giãn mạnh
có mối liên hệ mật thiết với các bài toán khác như bài toán chấp nhận lồi, bài
toán tìm không điểm của toán tử đơn điệu cực đại, bài toán cân bằng, bài toán
bất đẳng thức biến phân ... Do đó, việc nghiên cứu các phương pháp tìm điểm
bất động chung của một họ hữu hạn ánh xạ Bregman không giãn mạnh có nhiều
ý nghĩa quan trọng và đang được nhiều người làm toán trong và ngoài nước
quan tâm nghiên cứu.

Mục đích của đề tài này là:

• Nghiên cứu kết hợp phương pháp lặp luân phiên với phương pháp xấp xỉ
mềm hay phương pháp prox-Tikhonov cho bài toán tìm không điểm chung
của hai toán tử j-đơn điệu trong không gian Banach;

• Phương pháp lặp song song cho bài toán không điểm chung tách trong
không gian Banach;

• Nghiên cứu phương pháp lặp song song giải bài toán tìm điểm bất động
chung của một họ hữu hạn toán tử Bregman không giãn mạnh và hệ bài
toán cân bằng hỗn hợp tổng quát trong không gian Banach phản xạ;

• Đưa ra một số ứng dụng của các kết quả thu được cho các lớp bài toán
liên quan.

Nội dung chính của đề tài được chia làm bốn chương:
Chương 1. Kiến thức chuẩn bị

Trong chương này chúng tôi đề cập đến một số vấn đề cơ bản về cấu trúc
hình học của không gian Banach, một số phương pháp tìm không điểm của toán
tử kiểu đơn điệu (phương pháp điểm gần kề, phương pháp lặp kiểu Halpern và
phương pháp xấp xỉ mềm), khoảng cách Bregman, phép chiếu Bregman, ánh xạ
Bregman không giãn mạnh và một số bổ đề bổ trợ cần sử dụng trong chứng
minh các định lý chính được đề cập ở những chương sau của đề tài.
Chương 2. Xấp xỉ không điểm chung của hai toán tử j-đơn điệu

Chương này trình bày các kết quả nghiên cứu của đề tài của các tác giả T.M.
Tuyen [65], J.K. Kim và T.M. Tuyên [39], [40], T.M. Tuyen và N.S. Ha [66]
về phương pháp lai ghép tìm không điểm của một toán tử j-đơn điệu, phương
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pháp lặp luân phiên kết hợp với phương pháp xấp xỉ mềm hay phương pháp
prox-Tikhonov cho bài toán tìm không điểm chung của hai toán tử j-đơn điệu
trong không gian Banach và phương pháp lặp song song cho bài toán tìm điểm
bất động chung của một họ hữu hạn dãy ánh xạ gần không giãn, cùng với các
ứng dụng của nó cho các bài toán liên quan. Ngoài ra, chúng tôi cũng xây dựng
một số ví dụ đơn giản nhằm minh họa thêm cho các phương pháp.
Chương 3. Xấp xỉ nghiệm của bài toán không điểm chung tách trong
không gian Banach

Chương này trình bày các kết quả nghiên cứu về phương pháp lặp song song
của chủ nhiệm đề tài trong tài liệu [64] cho bài toán xấp xỉ nghiệm của bài toán
không điểm chung tách trong không gian Banach, cùng với đó là một số ứng
dụng cho các bài toán liên quan.
Chương 4. Điểm bất động chung của ánh xạ Bregman không giãn
mạnh

Chương này trình bày các kết quả đạt được của đề tài từ bài báo [62], [63] về
hai phương pháp lặp song song dựa trên phương pháp lai chiếu và phương pháp
chiếu co hẹp cho bài toán tìm một điểm bất động chung của một họ hữu hạn
toán tử Bregman không giãn mạnh trong không gian Banach phản xạ, cùng với
đó là một số ứng dụng của các kết quả thu được cho các bài toán liên quan.
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Chương 1

Kiến thức chuẩn bị

Chương này bao bồm 4 mục, trong đó: Mục 1.1 giới thiệu sơ lược về một
số đặc trưng cơ bản về cấu trúc hình học của không gian Banach. Mục 1.2 đề
cập đến một số phương pháp tìm không điểm của toán tử j-đơn điệu, bao gồm
phương pháp điểm gần kề, phương pháp lặp kiểu Halpern và phương pháp xấp
xỉ mềm. Mục 1.3 giới thiệu về khoảng cách Bregman, phép chiếu Bregman và
toán tử Bregman không giãn mạnh. Mục 1.4 trình bày một số bổ đề bổ trợ cần
sử dụng đến trong chứng minh các định lý được đề cập trong các chương sau
của đề tài.

1.1. Một số vấn đề cơ bản về cấu trúc hình học của
không gian Banach

Cho E là một không gian Banach và E∗ là không gian đối ngẫu của nó. Để
cho đơn giản và thuận tiện hơn, chúng tôi thống nhất sử dụng kí hiệu ‖.‖ để chỉ
chuẩn trên E và E∗ trong toàn bộ Chương 1 và Chương 2 của đề tài.

Trong đề tài này, chúng tôi thường xuyên sử dụng tính chất dưới đây của
không gian Banach phản xạ.

Mệnh đề 1.1. (xem [1] trang 41) Cho E là một không gian Banach. Khi đó,
các khẳng định sau là tương đương:

i) E là không gian phản xạ.

ii) Mọi dãy bị chặn trong E, đều có một dãy con hội tụ yếu.

Tiếp theo, trong mục này chúng tôi đề cập đến một số vấn đề cơ bản về cấu
trúc hình học các không gian Banach, như: tính lồi, tính trơn, mô đun lồi, mô
đun trơn ...



5

Định nghĩa 1.1. Không gian Banach E được gọi là lồi chặt nếu với mọi x, y ∈
E, x 6= y mà ‖x‖ = 1, ‖y‖ = 1 ta có

∥

∥

∥

∥

x+ y

2

∥

∥

∥

∥

< 1.

Chú ý 1.1. Định nghĩa 1.1 còn có thể phát biểu dưới các dạng tương đương
sau: Không gian Banach E được gọi là lồi chặt nếu với mọi x, y ∈ SE thỏa

mãn
‖x+ y‖

2
= 1, suy ra x = y hoặc với mọi x, y ∈ SE và x 6= y ta có

‖tx+ (1− t)y‖ < 1 với mọi t ∈ (0, 1), trong đó

SE = {x ∈ E : ‖x‖ = 1}.

Định nghĩa 1.2. Không gian Banach E được gọi là lồi đều nếu với mọi
ε > 0, tồn tại δ(ε) > 0 sao cho với mọi x, y ∈ E mà ‖x‖ = 1,
‖y‖ = 1, ‖x− y‖ ≥ ε ta luôn có

∥

∥

∥

∥

x+ y

2

∥

∥

∥

∥

≤ 1− δ(ε).

Dễ thấy rằng nếu E là một không gian Banach lồi đều thì nó là không gian
Banach lồi chặt. Tuy nhiên điều ngược lại không đúng, ví dụ dưới đây chỉ ra
điều đó.

Ví dụ 1.1. (xem [1] trang 54) Xét E = c0 (không gian các dãy số hội tụ về
không) với chuẩn ‖.‖β xác định bởi

‖x‖β = ‖x‖c0 + β

( ∞
∑

i=1

|xi|2
i2

)1/2

, x = (xi) ∈ c0.

Khi đó, (E, ‖.‖β), β > 0 là một không gian lồi chặt nhưng không là không gian
lồi đều.

Để đo tính lồi của không gian Banach E, người ta đưa vào khái niệm sau:
Mô đun lồi của không gian Banach E là hàm số

δE(ε) = inf

{

1−
∥

∥

∥

∥

x+ y

2

∥

∥

∥

∥

: ‖x‖ ≤ 1, ‖y‖ ≤ 1, ‖x− y‖ ≥ ε

}

.

Nhận xét 1.1. Mô đun lồi của không gian Banach E là hàm số xác định,
liên tục và tăng trên đoạn [0; 2]. Không gian Banach E lồi chặt khi và chỉ khi
δE(2) = 1 (xem [1] trang 59). Ngoài ra, không gian Banach E là lồi đều khi và
chỉ khi δE(ε) > 0, ∀ε > 0 (xem [1] trang 60).
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Mệnh đề 1.2. (xem [1] trang 56) Mọi không gian Banach lồi đều bất kì là không
gian phản xạ.

Định nghĩa 1.3. Không gian Banach E được gọi là trơn nếu với mỗi
x ∈ SE, tồn tại duy nhất fx ∈ E∗ sao cho 〈x, fx〉 = ‖x‖ và ‖fx‖ = 1.

Định nghĩa 1.4. Cho E là một không gian tuyến tính định chuẩn. Chuẩn trên
E được gọi là khả vi Gâteaux tại điểm x ∈ SE nếu với mỗi y ∈ SE, tồn tại giới
hạn

d

dt
(‖x+ ty‖)t=0 = lim

t→0

‖x+ ty‖ − ‖x‖
t

. (1.1)

Định nghĩa 1.5. Cho E là một không gian tuyến tính định chuẩn. Khi đó:

a) Chuẩn trên E được gọi là khả vi Gâteaux nếu nó khả vi Gâteaux tại mọi
x ∈ SE.

b) Chuẩn trên E được gọi là khả vi Gâteaux đều nếu với mọi y ∈ SE giới hạn
(1.1) tồn tại đều với mọi x ∈ SE.

c) Chuẩn trên E được gọi là khả vi Fréchet nếu với mọi x ∈ SE, giới hạn (1.1)
tồn tại đều với mọi y ∈ SE.

d) Chuẩn trên E được gọi là khả vi Fréchet đều nếu giới hạn (1.1) tồn tại đều
với mọi x, y ∈ SE.

Định lý 1.1. (xem [1] trang 92) Cho E là một không gian Banach. Khi đó, ta
có các khẳng định sau:

a) Nếu E∗ là không gian lồi chặt thì E là không gian trơn.

b) Nếu E∗ là không gian trơn thì E là không gian lồi chặt.

Định nghĩa 1.6. Mô đun trơn của không gian Banach E là hàm số xác định
bởi

ρE(τ) = sup{2−1
(

‖x+ y‖+ ‖x− y‖
)

− 1 : ‖x‖ = 1, ‖y‖ = τ}.

Nhận xét 1.2. Mô đun trơn của không gian Banach E là hàm số xác định, liên
tục và tăng trên khoảng [0; +∞) (xem [1] trang 95).

Ví dụ 1.2. [1] Nếu E là không gian lp hoặc Lp(Ω), thì ta có

ρE(τ) =











(1 + τ p)1/p − 1 <
1

p
τ p, 1 < p < 2,

p− 1

2
τ 2 + o(τ 2) <

p− 1

2
τ 2, p ≥ 2.

(1.2)



7

Định lí dưới đây cho ta biết về mối liên hệ giữa mô đun trơn của không gian
Banach E với mô đun lồi của E∗ và ngược lại.

Định lý 1.2. (xem [30] trang 70) Cho E là một không gian Banach. Khi đó ta
có

a) ρX∗(τ) = sup{τε
2

− δX(ε) : ε ∈ [0, 2]}, τ > 0.

b) ρX(τ) = sup{τε
2

− δX∗(ε) : ε ∈ [0, 2]}, τ > 0.

Nhận xét 1.3. Từ Định lí 1.2, suy ra

ρ0(E) =
ε0(E

∗)

2
và ρ0(E∗) =

ε0(E)

2
,

trong đó ε0(E) = sup{ε : δE(ε) = 0}, ρ0(E) = limτ→0
ρE(τ)

τ
.

Định nghĩa 1.7. Không gian Banach E được gọi là trơn đều nếu

lim
τ→0

ρE(τ)

τ
= 0.

Từ Nhận xét 1.3, ta có định lý dưới đây:

Định lý 1.3. (xem [30] trang 70) Cho E là một không gian Banach. Khi đó ta
có các khẳng định sau:

a) Nếu E là không gian trơn đều thì E∗ là không gian lồi đều;

b) Nếu E là không gian lồi đều thì E∗ là không gian trơn đều.

Ví dụ 1.3. Mọi không gian Hilbert, không gian lp hay Lp(Ω) với
1 < p < +∞ đều là không gian Banach lồi đều và trơn đều (xem [1]).

Định nghĩa 1.8. Không gian Banach E được gọi là q-trơn đều, nếu tồn tại
hằng số c > 0 sao cho ρE(t) ≤ ctq với mọi t > 0.

Ví dụ 1.4. Các không gian lp và Lp(Ω) là min{2, p}-trơn đều với
1 < p < +∞ (xem [1]).

Định nghĩa 1.9. Cho E là một không gian tuyến tính định chuẩn, ánh xạ đa
trị J : E −→ 2E

∗

xác định bởi

J(x) = {f ∈ E∗ : 〈x, f〉 = ‖x‖2, ‖x‖ = ‖f‖}

được gọi là ánh xạ đối ngẫu chuẩn tắc của E.
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Chú ý 1.2. Trong không gian Hilbert, ánh xạ đối ngẫu chuẩn tắc trùng với ánh
xạ đồng nhất I.

Nhận xét 1.4. Trong không gian tuyến tính định chuẩn bất kì E, ta luôn có
J(x) 6= ∅ với mọi x ∈ E, điều này suy ra trực tiếp từ hệ quả của Định lý Hahn
- Banach.
Mệnh đề dưới đây đề cập đến một số tính chất đơn giản của ánh xạ đối ngẫu
chuẩn tắc J của không gian tuyến tính định chuẩn E.

Mệnh đề 1.3. (xem [1] trang 69) Cho E là một không gian tuyến tính định
chuẩn và J là ánh xạ đối ngẫu chuẩn tắc của nó. Khi đó,

i) J là một ánh xạ lẻ, tức là J(−x) = −J(x), ∀x ∈ E;

ii) J là thuần nhất dương, tức là J(λx) = λJ(x), ∀λ > 0, ∀x ∈ E;

iii) J bị chặn, tức là nếu D là một tập con bị chặn của E thì J(D) là một tập
hợp bị chặn trong E∗;

iv) Nếu E∗ là lồi chặt thì J là đơn trị;

v) J là đơn trị và liên tục đều trên mỗi tập con bị chặn của E khi và chỉ khi
E là không gian Banach trơn đều.

Ví dụ 1.5. Xét không gian lp, với p > 1. Vì không gian đối ngẫu lq của không
gian lp là lồi đều, nên ánh xạ đối ngẫu chuẩn tắc J của lp là đơn trị và dễ thấy
nó được xác định như sau:

J(x) =

{

θ nếu x = θ

{ηn} ∈ lq nếu x = {ξn} 6= θ,

trong đó ηk = |ξk|p−1sgn(ξk)‖x‖2−p với mọi k ≥ 1.
Dưới đây, chúng tôi sẽ đề cập đến khái niệm ánh xạ co rút không giãn theo

tia cùng với một số tính chất cơ bản của nó và đây cũng là ánh xạ thường xuyên
được đề cập đến trong hầu hết các kết quả nghiên cứu của đề tài.

Định nghĩa 1.10. Cho E là một không gian Banach và C là một tập con lồi
đóng của E. Một ánh xạ QC : E −→ C được gọi là:

a) co rút nếu Q2
C(x) = QC(x), ∀x ∈ E;

b) co rút không giãn nếu QC là co rút và là một ánh xạ không giãn, tức là

‖QC(x)−QC(y)‖ ≤ ‖x− y‖, ∀x, y ∈ E;
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c) co rút không giãn theo tia nếu QC là một co rút không giãn và thỏa mãn
tính chất

QC(QC(x) + t(x−QC(x))) = QC(x), ∀x ∈ E, t ∈ (0, 1).

Định nghĩa 1.11. Một tập con lồi đóng C của không gian Banach E được gọi
là:

a) co rút của E nếu tồn tại một ánh xạ co rút từ E lên C;

b) co rút và không giãn của E nếu tồn tại một ánh xạ co rút không giãn từ
E lên C;

c) co rút và không giãn theo tia của E nếu tồn tại một ánh xạ co rút không
giãn theo tia từ E lên C.

Mệnh đề 1.4. [1] Cho E là một không gian Banach lồi đều. Khi đó, mọi tập
con lồi, đóng và khác rỗng C của E đều là tập con co rút của E.

Chú ý 1.3. Ánh xạ co rút từ E lên C trong Mệnh đề 1.4 chính là phép chiếu
mêtric PC : E −→ C được xác định bởi

‖x− PCx‖ = inf
u∈C

‖x− u‖, với mọi x ∈ C.

Cuối cùng, trong mục này, chúng tôi đề cập đến khái niệm khoảng cách
Hausdorff giữa hai tập hợp trong không gian Banach.

Định nghĩa 1.12. Cho A và B là hai tập con của không gian Banach E. Khoảng
cách Hausdorff giữa A và B được xác định bởi

H(A,B) = max{β(A,B), β(B,A)},

trong đó β(A,B) = sup
u∈A

inf
v∈B

‖u− v‖ = sup
u∈A

d(u,B).

1.2. Một số phương pháp tìm không điểm của toán tử
j-đơn điệu

Định nghĩa 1.13. Cho E là một không gian Banach. Toán tử
A : D(A) ⊂ E −→ 2E được gọi là j-đơn điệu nếu với mọi x, y ∈ D(A),
tồn tại j(x− y) ∈ J(x− y) sao cho

〈u− v, j(x− y)〉 ≥ 0, ∀u ∈ A(x), v ∈ A(y). (1.3)
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Chú ý 1.4. Trong không gian Hilbert khái niệm toán tử đơn điệu và toán tử
j-đơn điệu trùng nhau.

Định nghĩa 1.14. Toán tử j-đơn điệu A : D(A) ⊂ E −→ 2E được gọi là m-j-
đơn điệu nếu R(I + λA) = E với mọi λ > 0, ở đây R(I + λA) là miền ảnh của
I + λA và I là toán tử đồng nhất trên E.

Chú ý 1.5. Nếu E là một không gian Hilbert thì khái niệm toán tử m-j-đơn
điệu trùng với khái niệm toán tử đơn điệu cực đại.

Ví dụ 1.6. [55] Cho f : H −→ R là một hàm lồi chính thường nửa liên tục
dưới. Khi đó, toán tử dưới vi phân

∂f(x) = {u ∈ H : f(y)− f(x) ≥ 〈y − x, u〉, ∀y ∈ H}

là một toán tử đơn điệu cực đại.

Định nghĩa 1.15. Cho A : D(A) ⊂ E −→ 2E là một toán tử j-đơn điệu
thỏa mãn điều kiện miền, tức là D(A) ⊂ ∩λ>0R(I + λA). Khi đó, toán tử
JA
r = (I + rA)−1 được gọi là toán tử giải của A.

1.2.1. Phương pháp điểm gần kề

Trong mục này, trước hết chúng tôi trình bày khái quát về phương pháp điểm
gần kề cho phương trình với toán tử đơn điệu và toán tử j-đơn điệu.

Xét bài toán

Xác định phần tử x∗ ∈ D(A) sao cho A(x∗) ∋ θ, (1.4)

với A : D(A) ⊂ E −→ 2E là một toán tử m-j-đơn điệu.
Khi A là m-j-đơn điệu trong không gian Hilbert H, nghĩa là A là toán tử

đơn điệu cực đại thì Rockafellar R. T. [57] đã xét phương pháp lặp

cnAxn+1 + xn+1 ∋ xn, x0 ∈ H, (1.5)

ở đây cn > c0 > 0 và gọi là phương pháp điểm gần kề. Rockafellar cũng đã chỉ
ra sự hội tụ yếu của dãy lặp {xn} xác định bởi (1.5) về một nghiệm của bài toán
(1.4).

Kết quả của Rockafellar được mô tả trong định lí dưới đây:

Định lý 1.4. Nếu tồn tại c > 0 sao cho cn ≥ c với mọi n, thì dãy {xn} xác
định bởi (1.5) hội tụ yếu về một nghiệm của phương trình A(x) ∋ θ.
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Chú ý 1.6. Phương pháp điểm gần kề được Martinet B. đề xuất lần đầu tiên
trong tài liệu [43] cho bài toán cực tiểu phiếm hàm lồi, chính thường, nửa liên
tục dưới ψ : H −→ R ∪ {+∞} ở dạng sau

xn+1 = argminy∈H

{

ψ(y) +
1

2cn
‖xn − y‖2

}

với mọi n ≥ 1. (1.6)

Chú ý 1.7. Năm 1991, G
..
uler [32] đã xây dựng một ví dụ để chỉ ra phương pháp

lặp (1.5) không phải lúc nào cũng hội tụ mạnh trong trường hợp tổng quát. Một
ví dụ gần đây của các tác giả Bauschke, Matoušková và Reich [10] dựa trên sự
kết hợp giữa phương pháp điểm tựa và ví dụ của Hundal [34] về sự hội tụ yếu
của phương pháp chiếu luân phiên cho bài toán chấp nhận lồi, cũng chỉ ra rằng
dãy lặp {xn} xác định bởi (1.5) chỉ hội tụ yếu mà không hội tụ theo chuẩn.

1.2.2. Phương pháp lặp kiểu Halpern

Kim và Xu [41], Xu [67] đã cải tiến phương pháp lặp Halpern cho bài toán
xác định không điểm của toán tử m-j-đơn điệu A trong không gian Banach trơn
đều hoặc không gian Banach phản xạ có ánh xạ đối ngẫu chuẩn tắc liên tục yếu
theo dãy ở dạng sau:

{

x0 = x ∈ E,

xn+1 = αnu+ (1− αn)J
A
rnxn,

(1.7)

trong đó u ∈ D(A) là một phần tử bất kỳ và {αn} ⊂ (0, 1). Họ đã chỉ ra rằng
dãy {xn} xác định bởi (1.7) hội tụ mạnh về một không điểm của A dựa trên các
điều kiện sau:

i) limn→∞ αn = 0,
∑∞

n=0 αn = ∞;

ii)
∑∞

n=0 |αn+1 − αn| <∞;

iii) βn ≥ r > 0 với mọi n và
∑∞

n=0 |βn+1 − βn| <∞, hoặc

iv) βn ≥ r > 0 với mọi n và
∑∞

n=0 |1−
βn
βn+1

| <∞.

Aoyama và cộng sự [6] đã nghiên cứu phương pháp lặp dưới đây trong không
gian Banach lồi đều với chuẩn khả vi Gâteaux đều:

{

x0 = x ∈ C,

xn+1 = αnu+ (1− αn)J
A
rnxn,

(1.8)
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trong đó A là một toán tử j-đơn điệu thỏa mãn A−10 6= ∅ và D(A) ⊂ C ⊂
∩r>0R(I + rA). Họ đã chứng minh rằng dãy {xn} xác định bởi (1.8) hội tụ
mạnh về một không điểm của A dựa trên các điều kiện i), ii) và iv).

Qin và Su [48] cũng đã nghiên cứu một cải tiến đơn giản của phương pháp
lặp (1.7) cho bài toán xác định không điểm của toán tử m-j-đơn điệu A trong
không gian Banach trơn đều hoặc không gian Banach phản xạ có ánh xạ đối
ngẫu chuẩn tắc liên tục yếu theo dãy ở dạng sau:















x0 = x ∈ E,

yn = βnxn + (1− βn)J
A
rnxn,

xn+1 = αnu+ (1− αn)yn,

(1.9)

trong đó u ∈ D(A) là một phần tử bất kỳ, các dãy số {αn} và {βn} nằm trong
(0, 1). Họ đã chỉ ra rằng dãy {xn} xác định bởi (1.9) hội tụ mạnh về một không
điểm của A dựa trên cá điều kiện i) và ii) đối với {αn}, {βn} và điều kiện iii)
đối với {rn}.

1.2.3. Phương pháp xấp xỉ mềm

Dựa trên phương pháp xấp xỉ mềm [44, 68], Chen và Zhu [27, 28] đã đề xuất
phương pháp lặp dưới đây cho bài toán xác định không điểm của toán tử j-đơn
điệu A:

{

x0 = x ∈ C,

xn+1 = αnf(xn) + (1− αn)J
A
rnxn.

(1.10)

Với các điều kiện i), ii) đối với {αn} và iv) đối với {rn}, họ đã chỉ ra rằng khi
E là không gian Banach có ánh xạ đối ngẫu liên tục yếu theo dãy (xem [27])
hoặc khi E là không gian Banach trơn đều (xem [28]), thì dãy {xn} xác định
bởi (1.10) hội tụ mạnh về một không điểm của A.

J.S. Jung [36, 37] cũng đã nghiên cứu các phương pháp lặp dưới đây:














x0 = x ∈ C,

yn = αnf(xn) + (1− αn)J
A
rnxn.

xn+1 = (1− βn)yn + βnJ
A
rnyn,

(1.11)

và














x0 = x ∈ C,

yn = αnf(xn) + (1− αn)J
A
rnxn.

xn+1 = (1− βn)yn + βnyn,

(1.12)
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và đã chỉ ra sự hội tụ mạnh của dãy {xn} về một không điểm của A trong không
gian Banach phản xạ có chuẩn khả vi Gâteaux đều dựa trên các điều kiện i), ii)
đối với {αn}, điều kiện iii) đối với {rn} và điều kiện βn ∈ [0, a) với a ∈ (0, 1).
Khi βn = 0 với mọi n, thì {xn} xác định bởi (1.11) và (1.12) trở thành

{

x0 = x ∈ C,

xn+1 = αnf(xn) + (1− αn)J
A
rnxn.

(1.13)

1.3. Khoảng cách Bregman và ánh xạ Bregman không
giãn mạnh

1.3.1. Khoảng cách Bregman và phép chiếu Bregman

Cho E là một không gian Banach và cho f : E −→ (−∞,+∞] là một hàm
số. Ta ký hiệu miền hữu hiệu domf là tập{x ∈ E : f(x) < +∞}. Với mỗi x ∈
int domf và y ∈ E, ta ký hiệu f ′(x, y) là đạo hàm phải của f tại x theo hướng
y, tức là

f ′(x, y) = lim
t↓0

f(x+ ty)− f(x)

t
.

Hàm f được gọi là khả vi Gâteaux tại x nếu giới hạn limt→0(f(x+ ty)− f(x))/t

tồn tại với mọi y. Trong trường hợp này f ′(x, y) trùng với (▽f)(x), giá trị của
gradient ▽f của f tại x. Hàm f được gọi là khả vi Fréchet tại x nếu giới hạn
trên tồn tại đều trên tập ‖y‖ = 1. Hàm f được gọi là khả vi Fréchet đều trên
tập con C of E nếu giới hạn trên tồn tại đều với mọi x ∈ E và ‖y‖ = 1. Ta biết
rằng nếu f là khả vi Gâteaux differentiable (khả vi Fréchet) trên int domf , thì
f liên tục và đạo hàm Gâteaux derivative ▽f của nó là liên tục norm-to-weak*
(liên tục) trên int domf (xem [13]).

Cho f : E −→ (−∞,+∞] là một hàm lồi, chính thường và nửa liên tục
dưới. Cho x ∈ int domf , dưới vi phân của f tại x được xác định bởi

∂f(x) = {x∗ ∈ E∗ : f(x) + 〈x∗, y − x〉 ≤ f(y) ∀y ∈ E},

và hàm liên hợp của f là f∗ : E∗ −→ (−∞,+∞] được xác định bởi

f∗(x∗) = sup
x∈X

{〈x∗, x〉 − f(x)}.

Cho E là một không gian Banach phản xạ, một hàm f : E −→ (−∞,+∞]

được goi là Legendre nếu và chỉ nếu nó thỏa mãn hai điều kiện sau:
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L1) Phần trong int domf của miền hữu hiệu của f khác rỗng, f khả vi Gâteaux
trên int domf và dom▽f = int domf ;

L2) Phần trong int domf∗ của miễn hữu hiệu của f∗ khác rỗng, f∗ khả vi
Gâteaux trên int domf∗ và dom▽f∗ = int domf∗.

Vì E là phản xạ, nên (∂f)−1 = ∂f∗ (xem [13]). Do đó, từ các điều kiện L1) và
L2), ta có các đẳng thức sau:

▽f = (▽f∗)−1, ran ▽ f = dom ▽ f∗ = int domf∗

và
ran ▽ f∗ = dom ▽ f = int domf,

trong đó ran▽f là miền ảnh của ▽f .
Khi dưới vi phân của f là đơn trị, thì nó đồng nhất với ∂f = ▽f (xem [19]).

Bauschke et al. (xem [8]) các điều kiện L1) và L2) cũng suy ra rằng các hàm f

và f∗ là lồi chặt trên phần trong của miền hữu hiệu tương ứng. Nếu X là một

không gian Banach trơn và lồi chặt, thì f(x) =
1

p
‖x‖p, 1 < p < +∞ là hàm

Legendre. Từ đây, ta luôn giả thiết rằng X là không gian Banach phản xạ.
Cho f : X −→ (−∞,+∞] là một hàm lồi khả vi Gâteaux. Hàm Df :

domf × int domf −→ [0,+∞) xác định bởi

Df (y, x) = f(y)− f(x)− 〈▽f(x), y − x〉, (1.14)

được gọi là khoảng cách Bregman tương ứng với f (xem [24]). Khoảng cách
Bregman có hai tính chất quan trọng, đó là đẳng thức ba điểm: với bất kỳ
x ∈ dom f và y, z ∈ int dom f ,

Df (x, y) +Df (y, z)−Df (x, z) = 〈▽f(z)−▽f(y), x− y〉, (1.15)

và đẳng thức bốn điểm: với bất kỳ y, ω ∈ dom f và x, z ∈ int dom f ,

Df (y, x)−Df (y, z)−Df (ω, x)

+Df (ω, z) = 〈▽f(z)−▽f(x), y − ω〉.
(1.16)

Cho f : X −→ (−∞,+∞] là một hàm lồi và khả vi Gâteaux. Phép chiếu
Bregman của x ∈ int domf lên tập con lồi, đóng và khác rỗng C ⊂ domf là
véctơ duy nhất projfC(x) ∈ C thỏa mãn

Df (projfC(x), x) = inf{Df (y, x) : y ∈ C}.
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Nếu X là một không gian Banach trơn và lồi chặt và f(x) = ‖x‖2 với mọi x ∈ X,
thì ▽f(x) = 2Jx với mọi x ∈ X, trong đó J là ánh xạ đối ngẫu chuẩn tắc X
vào 2X

∗

, và do đó Df (x, y) trở thành φ(x, y) = ‖x‖2 − 2〈x, Jy〉 + ‖y‖2, với mọi
x, y ∈ E, đây là hàm Lyapunov được xây dựng bởi Albert trong [5] và phép
chiếu Bregman projfC(x) trở thành phép chiếu tổng quát ΠC(x) được xác định
bởi

φ(ΠC(x), x) = min
y∈C

φ(y, x).

Nếu X = H là một không gian Hilbert, thì J là ánh xạ đồng nhất và do đó phép
chiếu Bregman projfC(x) trở thành phép chiếu mêtric từ H lên C.

Cho f : E −→ (−∞,+∞] là một hàm lồi và khả vi Gâteaux. Khi đó, f
được gọi là:

a) lồi hoàn toàn tại x ∈ int domf nếu các modul của tính lồi hoàn toàn của
nó tại x, tức là hàm vf : int domf × [0,+∞) −→ [0,+∞) xác định bởi

vf (x, t) = inf{Df (y, x) : y ∈ domf, ‖y − x‖ = t},

là dương với mọi t > 0;

b) lồi hoàn toàn nếu nó là tổng lồi tại mọi x ∈ int domf ;

c) lồi hoàn toàn trên các tập con bị chặn nếu vf (B, t) là dương với mọi tập
con bị chặn B của X và t > 0, trong đó modul của tính lồi hoàn toàn của
hàm f trên tập B là hàm vf : int dom f × [0,+∞) −→ [0,+∞) xác định
bởi

vf (B, t) = inf{vf (x, t) : x ∈ B ∩ int domf}.

1.3.2. Ánh xạ Bregman không giãn mạnh

Cho C là một tập con lồi của int domf và cho T là một ánh xạ từ C vào
chính nó. Một điểm p thuộc bao đóng của C được gọi là điểm bất động tiệm
cận của T (xem [25], [49]) nếu C chứa một dãy {xn} hội tụ yếu về một phần
tử p sao cho limn→+∞ ‖xn − Txn‖ = 0. Tập các điểm bất động tiệm cận của T
được ký hiệu là F̂ (T ). Toán tử T được gọi là (tựa)Bregman không giãn mạnh (
ký hiệu là BSNE) ứng với tập khác rỗng F̂ (T ) nếu

Df (p, Tx) ≤ Df (p, x), (1.17)

với mọi p ∈ F̂ (T ) và x ∈ C, và nếu {xn} ⊂ C là bị chặn, p ∈ F̂ (T ), và

lim
n→+∞

(Df (p, xn)−Df (p, Txn)) = 0, (1.18)
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ta nhận được
lim

n→+∞
Df (Txn, xn) = 0. (1.19)

Một toán tử T : C −→ C được gọi là Bregman không giãn vững (ký hiệu là
BFNE) nếu

〈▽f(Tx)−▽f(Ty), Tx− Ty〉 ≤ 〈▽f(x)−▽f(y), Tx− Ty〉, (1.20)

với mọi x, y ∈ C. Rõ ràng rằng, từ định nghĩa của khoảng cách Bregman (1.14)
bất đẳng thức (1.20) tương đương với

Df (Tx, Ty) +Df (Ty, Tx) +Df (Tx, x) +Df (Ty, y) ≤ Df (Tx, y) +Df (Ty, x).

(1.21)
Trong [53] (xem Bổ đêv 1.3.2), Reich và cộng sự đã chứng minh rằng mọi toán tử
BFNE T đều thỏa mãn F (T ) = F̂ (T ) khi hàm Legendre f là khả vi Fréchet đều
và bị chặn trên mỗi tập con bị chặn của X. Trong trường hợp này, nếu T là toán
tử BFNE, thì T là toán tử BSNE tương ứng với tập khác rỗng F (T ) = F̂ (T ).

1.4. Một số bổ đề bổ trợ

Ta cần các bổ đề dưới đây trong việc chứng minh các kết quả chính được giới
thiệu trong các chương sau của đề tài.

Bổ đề 1.1. [30] Cho C là một tập con lồi, đóng và khác rỗng của không gian
Banach phản xạ E và E thỏa mãn điều kiện của Opial. Giả sử T : C → E là
một ánh xạ không giãn. Khi đó, ánh xạ I − T là nửa đóng trên C.

Bổ đề 1.2. [7] Cho A : D(A) −→ 2E là một toán tử j-đơn điệu. Khi đó, với
λ, µ > 0 và x ∈ E, ta có

JA
λ x = JA

µ

(

µ

λ
x+

(

1− µ

λ

)

JA
λ x

)

.

Bổ đề 1.3. [1] Cho E là một không gian Banach lồi đều. Khi đó, với mọi
x, y ∈ E với max{‖x‖, ‖y‖} ≤ R và với mọi jx ∈ J(x), jy ∈ J(y), ta có

〈x− y, jx − jy〉 ≥ g(‖x− y‖)‖x− y‖,

trong đó g : R
+ −→ R

+ là hàm số thỏa mãn các điều kiện

g(0) = 0, g(t) > 0 với mọi t > 0 và t ≤ s⇒ g(t) ≤ g(s).
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Bổ đề 1.4. [1] Cho E là một không gian Banach và cho J là ánh xạ đối ngẫu
chuẩn tắc trong E. Nếu E∗ là không gian lồi đều, thì J là liên tục đều trên mỗi
tập con bị chặn của E, tức là, với mọi ε > 0 và K > 0, tồn tại số δ > 0 sao
cho, nếu ‖x‖ ≤ K, ‖y‖ ≤ K và ‖x− y‖ < δ, thì

‖J(x)− J(y)‖ < ε.

Bổ đề 1.5. [31] Cho C là một tập con lồi và khác rỗng của không gian Banach
trơn E, D là một tập con khác rỗng của C và P là một ánh xạ co rút từ C lên
D. Khi đó, các khẳng định sau là tương đương:

a) P là ánh xạ co rút không giãn theo tia;

b) 〈x− Px, j(z − Px)〉 ≤ 0 với mọi x ∈ C, z ∈ D;

c) 〈x− y, j(Px− Py)〉 ≥ ‖Px− Py‖2 với mọi x, y ∈ C;

Bổ đề 1.6. [47] Cho E là một không gian Banach. Với mọi x, y ∈ E, ta có

‖x+ y‖2 ≤ ‖x‖2 + 2〈y, j(x+ y)〉,

với mọi j(x+ y) ∈ J(x+ y).

Bổ đề 1.7. [29] Cho A : D(A) ⊂ E −→ 2E là một toán tử j-đơn điệu và
r, t > 0. Nếu E là không gian Banach lồi đều, thì tồn tại một hàm số liên tục,
tăng ngặt và lồi ϕ : R

+ −→ R
+ với ϕ(0) = 0 sao cho

‖JA
r x− JA

r y‖2 ≤ ‖x− y‖2 − ϕ(‖(I − JA
r )x− (I − JA

r )y‖),

với mọi x, y ∈ R(I + rA) với max{‖x‖, ‖y‖} ≤ t.

Nhắc lại, một ánh xạ F : E −→ E được gọi là δ-j-đơn điệu mạnh nếu với
mọi x, y ∈ E tồn tại j(x− y) ∈ J(x− y) sao cho

〈F (x)− F (y), j(x− y)〉 ≥ δ‖x− y‖2

với δ ∈ (0, 1). Ánh xạ F : E −→ E được gọi là λ-giả co chặt [16] nếu với mỗi
x, y ∈ E tồn tại j(x− y) ∈ J(x− y) sao cho

〈F (x)− F (y), j(x− y)〉 ≤ ‖x− y‖2 − λ‖x− y − (F (x)− F (y))‖

với λ ∈ (0, 1) và F được gọi là giả co nếu với mỗi x, y ∈ E tồn tại j(x − y) ∈
J(x− y) sao cho

〈F (x)− F (y), j(x− y)〉 ≤ ‖x− y‖2.
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Bổ đề 1.8. [21] Cho E là một không gian Banach thực trơn và F : E −→ E

là một ánh xạ. Nếu F là δ-j-đơn điệu mạnh và λ- giả co chặt với δ + λ > 1, thì

với mọi τ ∈ (0, 1], I − τF là ánh xạ co với hệ số co 1− τ(1−
√

1− δ

λ
).

Bổ đề 1.9. [70] Cho E là một không gian Banach có chuẩn khả vi Gâteaux
đều, C là một tập con lồi, đóng và khác rỗng của E, f : C −→ C là một
ánh xạ liên tục, T : C −→ C là một ánh xạ không giãn và {xn} là một dãy
bị chặn trong C sao cho limn→∞ ‖xn − Txn‖ = 0. Giả sử {zt} ⊂ C được xác
định bởi zt = tfzt + (1 − t)Tzt, t ∈ (0, 1) thỏa mãn zt → z khi t → 0. Khi đó
lim supn→∞〈fz − z, j(xn − z)〉 ≤ 0.

Bổ đề 1.10 (xem [2], Định lý 1.8). Nếu f : X −→ R khả vi Fréchet đều, thì f
liên tục đều trên X.

Bổ đề 1.11 (xem [50], Mệnh đề 2.1). Nếu f : X −→ R là khả vi Fréchet đều
và bị chặn trên mỗi tập con bị chặn của X, thì ▽f liên tục đều trên mỗi tập
con bị chặn của X tư tôpô mạnh của X vào tôpô mạnh của X∗.

Bổ đề 1.12 (xem [54], Mệnh đề 2.2). Nếu x ∈ int domf , thì các khẳng định
dưới đây là tương đương:

i) Hàm f là lồi hoàn toàn tại x;

ii) Với bất kỳ dãy {yn} ⊂ domf,

lim
n→+∞

Df (yn, x) = 0,

ta đều có limn→+∞ ‖yn − x‖ = 0.

Nhắc lại rằng, một hàm f được gọi là ổn định dãy (xem [19]) nếu với hai dãy
bất kỳ {xn} và {yn} thuộc int domf và domf , tương ứng, sao cho dãy thứ nhất
bị chặn và limn→∞Df (yn, xn) = 0, thì limn→+∞ ‖yn − xn‖ = 0.

Bổ đề 1.13 (xem [18], Bổ đề 2.1.2). Hàm f là lồi hoàn toàn trên mỗi tập con
bị chặn nếu và chỉ nếu nó là ổn định dãy.

Bổ đề 1.14 (xem [19], Hệ quả 4.4). Giả sử f khả vi Gâteaux và lồi hoàn toàn
trên int domf . Cho x ∈ int domf và cho K ⊂ int domf là một tập khác rỗng,
lồi và đóng. Nếu x ∈ K, thì các khẳng định dưới đây là tương đương:

i) x = projfK(x);
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ii) x là nghiệm duy nhất của bất đẳng thức biến phân

〈▽f(x)−▽f(z), z − y〉 ≥ 0 ∀y ∈ K;

iii) x là nghiệm duy nhất của bất đẳng thức

Df (y, z) +Df (z, x) ≤ Df (x, y) ∀y ∈ K.

Bổ đề 1.15 (xem [51], Bổ đề 3.1). Cho f : X −→ R là một hàm khả vi Gâteaux
và lồi hoàn toàn. Nếu x0 ∈ X và dãy {Df (xn, x0)} bị chặn, thì dãy {xn} cũng
bị chặn.

Bổ đề 1.16. [67] Cho {an}, {bn}, {cn} và {σn} là các dãy số dương thỏa mãn
các điều kiện:

i) an+1 ≤ (1− bn)an + bncn + σn, bn < 1,

ii)
∑∞

n=0 bn = +∞, lim supn→∞ cn ≤ 0,

iii)
∑∞

n=0 σn <∞.

Khi đó limn→∞ an = 0.

Bổ đề 1.17. [42] Cho {sn} là một dãy số thực không tăng, theo nghĩa tồn tại
một dãy con {snk

} sao cho

snk
≤ snk+1, ∀k ≥ 0.

Với n > n0 xác định dãy các số nguyên dương {τ(n)} như sau

τ(n) = max{n0 ≤ k ≤ n : sk < sk+1}.

Khi đó τ(n) → ∞ khi n→ ∞ với n > n0,

max{sτ(n), sn} ≤ sτ(n)+1.
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Chương 2

Về bài toán Xấp xỉ không điểm của toán tử kiểu
đơn điệu

Trong chương này đề tài tập trung trình bày lại các kết quả nghiên cứu đạt
được dựa trên sự kết hợp giữa phương pháp điểm gần kề, phương pháp lặp
Mann, phương pháp lặp Halpern, phương pháp xấp xỉ gắn kết hay phương pháp
prox-Tikhonov với phương pháp lặp luân phiên cho bài toán tìm không điểm
của một toán tử j-đơn điệu, không điểm chung của hai toán tử j-đơn điệu trong
không gian Banach. Ngoài ra, trong chương này chúng tôi cũng đề cập đến một
số ứng dụng cho các lớp bài toán khác như: Bài toán tìm điểm cực tiểu chung
của hai phiếm hàm lồi, bài toán chấp nhận lồi, bài toán bất đẳng thức biến phân
và bài toán cân bằng. Cùng với đó, chúng tôi cũng giới thiệu một ví dụ số được
lập trình và thử nghiệm số dựa trên phần mềm MATLAB nhằm minh họa thêm
cho các phương pháp lặp.

2.1. Phương pháp xấp xỉ mềm lai ghép

Năm 2012, L.-C. Ceng và các cộng sự đã đề xuất phương pháp lặp mới để
xác định không điểm của một toán tử m-j-đơn điệu [22]. Họ đã chứng minh
định lý sau:

Định lý 2.1. [22] Cho E là một không gian Banach trưn đều, A là một toán tử
m-j-đơn điệu trong E với C = A−1(0) 6= ∅ và cho f : E −→ K = D(A) là một
ánh xạ co. Giả sử rằng F : E −→ E là δ-j-đơn điệu mạnh và λ-giả co chặt với
δ + λ > 1. Cho trước các dãy {λn}, {µn} trong [0, 1], {αn}, {βn} trong (0, 1] và
{rn} ⊂ [ε,∞) với ε > 0, giả sử rằng các điều kiện sau đúng:

(i) limn→∞ βn = 0 và
∑∞

n=0 βn = ∞;

(ii) limn→∞

λnµn
βn

= 0;
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(iii) {αn} ⊂ [a, b], với a, b ∈ (0, 1);

(iv)
∑∞

n=0 |αn+1 − αn| < ∞,
∑∞

n=0 |βn+1 − βn| < ∞,
∑∞

n=0 |λn+1 − λn| < ∞,
∑∞

n=0 |µn+1 − µn| <∞ và
∑∞

n=0 |rn+1 − rn| <∞.

Khi đó với bất kỳ x0 ∈ E, dãy {xn} xác định bởi
{

yn = αnxn + (1− αn)Jrnxn,

xn+1 = βnf(xn) + (1− βn)[Jrnyn − λnµnF (Jrnyn)], ∀n ≥ 0,
(2.1)

hội tụ mạnh về một không điểm p của A, là nghiệm duy nhất của bất đẳng thức
biến phân VI∗(I − f, C), tức là

〈(I − f)p, j(p− u)〉 ≤ 0, ∀u ∈ C.

Ta có định lý sau [65]:

Định lý 2.2. Cho E là một không gian Banach lồi đều và trơn đều, A là một
toán tử m-j-đơn điệu trong E với C = A−1(0) 6= ∅ và cho f : E −→ K = D(A)

là một ánh xạ co với hệ số co β ∈ [0, 1). Giả sử F : E −→ E là δ-j-đơn điệu
mạnh và λ-giả co chặt với δ + λ > 1. Cho trước các dãy số {λn}, {µn} trong
[0, 1], {αn}, {βn} trong (0, 1] và {rn} ⊂ [ε,∞) với ε > 0, giả sử rằng các điều
kiện sau đúng:

(i) limn→∞ βn = 0 và
∑∞

n=0 βn = ∞;

(ii) limn→∞

λnµn
βn

= 0;

(iii) {αn} ⊂ [a, b], với a, b ∈ (0, 1);

Khi đó, với bất kỳ x0 ∈ E, dãy {xn} xác định bởi
{

yn = αnxn + (1− αn)Jrnxn,

xn+1 = βnf(xn) + (1− βn)[Jrnyn − λnµnF (Jrnyn)], ∀n ≥ 0,
(2.2)

hội tụ mạnh về một không điểm p của A, là nghiệm duy nhất của bất đẳng thức
biến phân VI∗(I − f, C), tức là

〈(I − f)p, j(p− u)〉 ≤ 0, ∀u ∈ C.
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Chứng minh. Trước hết, ta chỉ ra {xn} là bị chặn. Thật vậy, cố định u ∈ C, ta
có

‖yn − u‖ = ‖αnxn + (1− αn)Jrnxn − u‖
= ‖αn(xn − u) + (1− αn)(Jrnxn − u)‖
≤ αn‖xn − u‖+ (1− αn)‖Jrnxn − Jrnu‖
≤ ‖xn − u‖.

Do đó, từ Bổ đề 1.8, ta nhận được

‖xn+1 − u‖ = ‖βnf(xn) + (1− βn)[Jrnyn − λnµnF (Jrnyn)]− u‖
≤ βn‖f(xn)− u‖
+ (1− βn)‖λn(I − µnF )Jrnyn + (1− λn)Jrnyn − u‖

≤ βnβ‖xn − u‖+ βn‖f(u)− u‖
+ (1− βn)[λn‖(I − µnF )Jrnyn − u‖
+ (1− λn)‖Jrnyn − u‖]

≤ βnβ‖xn − u‖+ βn‖f(u)− u‖
+ (1− βn)[λn‖(I − µnF )Jrnyn − (I − µnF )u‖
+ λnµn‖F (u)‖+ (1− λn)‖Jrnyn − u‖]

≤ βnβ‖xn − u‖+ βn‖f(u)− u‖

+ (1− βn)

[

λn
(

1− µn
(

1−
√

1− δ

λ

))

‖Jrnyn − u‖

+ λnµn‖F (u)‖+ (1− λn)‖Jrnyn − u‖
]

= βnβ‖xn − u‖+ βn‖f(u)− u‖

+ (1− βn)

[

(

1− λnµn
(

1−
√

1− δ

λ

))

‖Jrnyn − u‖+ λnµn‖F (u)‖
]

≤ βnβ‖xn − u‖+ βn‖f(u)− u‖

+ (1− βn)max

{

‖Jrnyn − u‖, (1−
√

1− δ

λ

)−1‖F (u)‖
}

≤ βnβ‖xn − u‖+ βn‖f(u)− u‖

+ (1− βn)max

{

‖xn − u‖, (1−
√

1− δ

λ

)−1‖F (u)‖
}

≤ βn‖f(u)− u‖
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+ (1− (1− β)βn)max

{

‖xn − u‖, (1−
√

1− δ

λ

)−1‖F (u)‖
}

≤ max

{

‖xn − u‖, ‖f(u)− u‖
1− β

, (1−
√

1− δ

λ

)−1‖F (u)‖
}

.

Bằng quy nạp toán học, ta thu được

‖xn − u‖ ≤ max

{

‖x0 − u‖, ‖f(u)− u‖
1− β

, (1−
√

1− δ

λ

)−1‖F (u)‖
}

, ∀n ≥ 0.

Suy ra, {xn} bị chặn.
Giả sử p là nghiệm duy nhất của VI∗(I − f, C), tức là

〈(I − f)p, j(p− u)〉 ≤ 0, ∀u ∈ C,

từ Bổ đề 1.6, ta có

‖xn+1 − p‖2 ≤ (1− βn)
2‖Jrnyn − p‖2 + 2βn〈f(xn)− p, j(xn+1 − p)〉

− 2(1− βn)λnµn〈F (Jrnyn), j(xn+1 − p)〉
= (1− βn)

2‖yn − p‖2 + 2βn〈f(xn)− f(p), j(xn+1 − p)〉
+ 2βn〈f(p)− p, j(xn+1 − p)〉
− 2(1− βn)λnµn〈F (Jrnyn), j(xn+1 − p)〉

≤ (1− βn)
2‖yn − p‖2 + βnβ(‖xn − p‖2 + ‖xn+1 − p‖2)

+ 2βn〈f(p)− p, j(xn+1 − p)〉
+ 2(1− βn)λnµn‖F (Jrnyn)‖.‖xn+1 − p‖,

Do đó,

‖xn+1 − p‖2 ≤ 1

1− βnβ
((1− βn)

2‖yn − p‖2 + βnβ‖xn − p‖2)

+
2βn

1− βnβ
〈f(p)− p, j(xn+1 − p)〉

+
2λnµn
1− βnβ

‖F (Jrnyn)‖.‖xn+1 − p‖.

(2.3)

Từ Bổ đề 1.7, ta có

‖yn − p‖2 = ‖αnxn + (1− αn)Jrnxn − p‖2

≤ αn‖xn − p‖2 + (1− αn)‖Jrnxn − p‖2

≤ αn‖xn − p‖2 + (1− αn)‖xn − p‖2

− (1− αn)ϕ(‖xn − Jrnxn‖)
≤ ‖xn − p‖2 − (1− b)ϕ(‖xn − Jrnxn‖).

(2.4)
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Từ (2.3) và (2.4), ta nhận được

‖xn+1 − p‖2 ≤ 1− (2− β)βn
1− βnβ

‖xn − p‖2

+
2βn

1− βnβ
〈f(p)− p, j(xn+1 − p)〉

+
M

1− β
β2
n +

M

1− β
λnµn

− (1− βn)
2(1− b)ϕ(‖xn − Jrnxn‖),

trong đó M > max{‖xn − p‖2, 2‖F (Jrnyn)‖.‖xn+1 − p‖}. Ta có bất đẳng thức
sau

sn+1 ≤ (1− bn)sn + bncn − σn, (2.5)

trong đó sn = ‖xn − p‖2, bn =
2(1− β)βn
1− βnβ

,

cn =
M(1− ββn)

2(1− β)2

(

βn +
λnµn
βn

)

+
1

1− β
〈f(p)− p, j(xn+1 − p)〉,

và
σn = (1− βn)

2(1− b)ϕ(‖xn − Jrnxn‖).
Ta sẽ chỉ ra sn → 0 bằng cách xét hai trường hợp sau.

Trường hợp 1. {sn} là dãy đơn điệu tăng theo nghĩa tồn tại N0 ≥ 0 sao
cho {sn} là tăng với n ≥ N0 và do đó {sn} hội tụ. Khi đó, từ (2.5) ta có

0 ≤ σn ≤ (sn − sn+1) + bn(cn − sn) → 0,

suy ra
‖xn − Jrnxn‖ → 0. (2.6)

Ta chỉ ra
lim sup
n→∞

〈f(p)− p, j(xn − p)〉 ≤ 0. (2.7)

Thật vậy, đặt xt,n = tf(xt,n)+ (1− t)[Jrnxt,n− θtF (Jrnxt,n)]. Khi đó, từ Định lý
3.1 trong [22], xt,n hội tụ mạnh về nghiệm duy nhất của VI∗(I−f, C) khi t→ 0.
Ta có

xt,n − xn = t(f(xt,n)− xn) + (1− t)(Jrnxt,n − xn)− (1− t)θtF (Jrnxt,n).

Từ Bổ đề 1.6, ta nhận được

‖xt,n − xn‖2 ≤ (1− t)2‖Jrnxt,n − xn‖2 + 2t〈f(xt,n)− xn, j(xt,n − xn)〉
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− 2(1− t)θt〈F (Jrnxt,n), j(xt,n − xn)〉
≤ (1− t)2(‖Jrnxt,n − Jrnxn‖2 + ‖Jrnxn − xn‖2)
+ 2t〈f(xt,n)− xt,n, j(xt,n − xn)〉+ 2t‖xt,n − xn‖2

+ 2θt‖F (Jrnxt,n)‖.‖xt,n − xn‖
≤ (1 + t2)‖xt,n − xn‖2

+ ‖Jrnxn − xn‖(2‖xt,n − xn‖+ ‖Jrnxn − xn‖)
+ 2t〈f(xt,n)− xt,n, j(xt,n − xn)〉+ 2θt‖F (Jrnxt,n)‖.‖xt,n − xn‖.

Suy ra

〈f(xt,n)− xt,n,j(xt,n − xn)〉

≤ t

2
‖xt,n − xn‖2

+
1

2t
‖Jrnxn − xn‖(2‖xt,n − xn‖+ ‖Jrnxn − xn‖)

+
θt
t
‖F (Jrnxt,n)‖.‖xt,n − xn‖.

(2.8)

Từ (2.6) và trong (2.8) cho n→ ∞, ta thu được

lim sup
n→∞

〈f(xt,n)− xt,n, j(xt,n − xn)〉

≤ t

2
lim sup
n→∞

‖xt,n − xn‖2

+ lim sup
n→∞

θt
t
‖F (Jrnxt,n)‖.‖xt,n − xn‖

≤
(

t

2
+
θt
t

)

M1,

(2.9)

trong đó M1 = max{supn{‖xt,n − xn‖2}, supn{‖F (Jrnxt,n)‖.‖xt,n − xn‖}} < ∞
với mọi t ∈ (0, a] (xem [22], Định lý 3.1). Lấy lim sup khi t → 0 trong (2.9) và
từ tính liên tục đều theo chuẩn của ánh xạ đối ngẫu chuẩn tắc trên mỗi tập con
bị chặn của E, ta nhận được (2.7).

Ta có

‖xn+1 − xn‖ ≤ ‖xn+1 − Jrnyn‖+ ‖Jrnyn − Jrnxn‖+ ‖xn − Jrnxn‖
≤ Kβn + ‖yn − xn‖+ ‖xn − Jrnxn‖
= Kβn + (1− αn)‖xn − Jrnxn‖+ ‖xn − Jrnxn‖
≤ Kβn + (2− a)‖xn − Jrnxn‖ → 0,

(2.10)
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trong đó K = supn{‖f(xn)‖+ ‖Jrnyn‖}+ F (Jrnyn)‖}. Do đó,

‖xn+1 − xn‖ → 0. (2.11)

Từ (2.7) và từ tính liên tục đều theo chuẩn của ánh xạ đối ngẫu chuẩn tắc trên
mỗi tập con bị chặn của E, ta có

lim sup
n→∞

〈f(p)− p, j(xn+1 − p)〉 ≤ 0. (2.12)

Do đó, từ giả thiết ta nhận được lim supn→∞ cn ≤ 0. Áp dụng Bổ đề 1.16, suy
ra sn → 0.

Trường hợp 2. {sn} không đơn điệu tăng từ một chỉ số nào đó. Do đó, tồn
tại một dãy con {snk

} của {sn} sao cho snk
≤ snk+1 với mọi k ≥ 0. Từ Bổ đề

1.17, ta có thể xác định dãy con {sτ(n)} sao cho

max{sτ(n), sn} ≤ sτ(n)+1, ∀n ≥ n0. (2.13)

Từ (2.5), ta có
0 ≤ στ(n) ≤ bτ(n)(cτ(n) − sτ(n)) → 0, (2.14)

do đó στ(n) → 0. Bởi lập luận tương tự như Trường hợp 1, ta nhận được

lim sup
n→∞

〈f(p)− p, j(xτ(n)+1 − p)〉 ≤ 0,

hay lim supn→∞ cτ(n) ≤ 0. Từ (2.14), suy ralim supn→∞ sτ(n) ≤ 0. Do đó limn→∞ sτ(n) =

0.
Tương tự (2.10), ta có

‖xτ(n)+1 − xτ(n)‖ → 0.

Do đó, từ tính bị chặc của {xn}, ta thu được

|sτ(n)+1 − sτ(n)| = |‖xτ(n)+1 − p‖2 − ‖xτ(n)+1 − p‖2|
≤ ‖xτ(n)+1 − xτ(n)‖(‖xτ(n)+1 − p‖+ ‖xτ(n)+1 − p‖) → 0.

Vì vậy, |sτ(n)+1 − sτ(n)| → 0. Từ (2.13), với mọi n ≥ n0, ta có

0 ≤ sn ≤ sτ(n)+1 = sτ(n) + (sτ(n)+1 − sτ(n)) → 0,

suy ra sn → 0.

Tóm lại, ta thu được sn → 0 trong cả hai trường hợp, tức là xn → p.
Định lý được chứng minh.

Ta có hệ quả sau:
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Hệ quả 2.1. Cho E là một không gian Banach lồi đều và trơn đều, A là một
toán tử m-j-đơn điệu trong E với C = A−1(0) 6= ∅ và cho f : E −→ K = D(A)

là một ánh xạ co với hệ số co β ∈ [0, 1). Cho trước các dãy số {αn}, {βn} trong
(0, 1] và {rn} ⊂ [ε,∞) với ε > 0, giả sử các điều kiện sau đúng:

(i) limn→∞ βn = 0 và
∑∞

n=0 βn = ∞;

(ii) {αn} ⊂ [a, b], với a, b ∈ (0, 1);

Khi đó, với bất kỳ x0 ∈ E, dãy {xn} xác định bởi
{

yn = αnxn + (1− αn)Jrnxn,

xn+1 = βnf(xn) + (1− βn)Jrnyn, ∀n ≥ 0,
(2.15)

hội tụ mạnh về một không điểm p của A, là nghiệm duy nhất của bất đẳng thức
biến phân VI∗(I − f, C), tức là

〈(I − f)p, j(p− u)〉 ≤ 0, ∀u ∈ C.

Chứng minh. Áp dụng Định lý 2.2 với λn = 0 hoặc µn = 0 với mọi n, ta nhận
được điều phải chứng minh.

Ví dụ 2.1. Xét bài toán tìm một phần tử

x∗ ∈ S = argminx∈R3Θ(x),

trong đó Θ được xác định bởi

Θ(x) = 〈Qx, x〉+ 〈B, x〉+ C, ∀x ∈ R
3,

với

Q =





1 1 −1

1 1 −1

−1 −1 1



 , B =
(

−4 −4 4
)

, and C là hằng số bất kỳ.

Vì ▽2Θ = 2Q là ma trận nửa xác định dương, nên Θ là một hàm lồi. Do đó,
▽Θ là một toán tử đơn điệu cực đại trong R

3 và bài toán trên tương đương với
bài toán sau:

Xác định một phần tử x∗ ∈ S = (▽Θ)−1(0).
Dễ dàng thấy rằng

S = {(x1, x2, x3) ∈ R
3 : x1 + x2 − x3 = 2}.
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Ta có thể thấy rằng λn = µn = βn = n−1/2, αn =
1

4
+

1

2
√
n

và rn = n với

mọi n ≥ 1 tỏa mãn tất cả các điều kiện trong Định lý 2.2, nhưng các điều kiện
∑∞

n=1 |rn+1 − rn| < ∞ and
∑∞

n=0 |αn+1 − αn| < ∞,
∑∞

n=0 |βn+1 − βn| < ∞,
∑∞

n=0 |λn+1 − λn| <∞,
∑∞

n=0 |µn+1 − µn| <∞ không được thỏa mãn.

Chú ý 2.1. Dãy {xn} xác định bởi (2.2) hội tụ mạnh về một không điểm p của
▽Θ, là nghiệm duy nhất của bất đẳng thức biến phân

〈p− v, p− u〉 ≤ 0, ∀u ∈ C.

Từ tính chất của phép chiếu mêtric, ta có p = PSv = (−1, 1,−2), trong đó PC

là phép chiếu mêtric từ R
3 lên S.

Áp dụng phương pháp lặp (2.2), với f(x) = v = (−2, 0,−1) và F (x) =
3

4
x

(δ = 3/4, λ = 1/2) với mọi x ∈ R
3 và với x0 = (1, 0,−1), ta nhận được hình vẽ

sau:

Hình 2.1: x1000 = (−0.994144, 0.960298, −1.937520)
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2.2. Phương pháp điểm gần kề kết hợp với phương pháp
xấp xỉ mềm xấp xỉ không điểm chung của hai toán
tử j-đơn điệu

2.2.1. Phương pháp lặp và sự hội tụ

Xét bài toán sau:

Tìm một phần tử x∗ ∈ S = A−10 ∩B−10 6= ∅, (2.16)

trong đó A : D(A) −→ 2E và B : D(A) −→ 2E là hai toán tử j-đơn điệu.
Năm 1930, von Neumann [45] đã chỉ ra rằng với hai nửa không gian con đóng

C1 và C2 của không gian Hilbert H, thì dãy chiếu luân phiên

H ∋ x0 7→ x1 = PC1
x0 7→ x2 = PC2

x1 7→ x3 = PC1
x2 7→ · · · , (2.17)

hội tụ mạnh về một phần tử thuộc giao của C1 và C2, mà phần tử này gần phần
tử xuất phát x0 nhất. Năm 1965, Bregman [14] cũng đã chỉ ra rằng với hai tập
con lồi và đóng bất kỳ C1 và C2 của H, sao cho C1 ∩ C2 6= ∅, thì dãy {xn} xác
định bởi phương pháp chiếu luân phiên (2.17) hội tụ yếu về một phần tử trong
C1 ∩C2. Tuy nhiên, trong trường hợp này {xn} không hội tụ mạnh, vấn đề này
đã được H. Hundal trả lời trong tài liệu [34].

Khi A và B là hai toán tử đơn điệu cực đại trong không gian Hilbert H,
năm 2005 dựa trên phương pháp chiếu luân phiên của von Neumann [45] và
Bregmann [14], Bauschke cùng cộng sự [11] đã chỉ ra dãy {xn} xác định bởi

x2n+1 = JA
λ (x2n), n = 0, 1, 2, ... (2.18)

x2n = JB
λ (x2n−1), n = 1, 2, ... (2.19)

với λ > 0, hội tụ yếu về một phần tử của F (JA
λ J

B
λ ).

Trước hết, ta cần định lý sau:

Định lý 2.3. [35] Cho E là một không gian Banach phản xạ với chuẩn khả vi
Gâteaux đều sao cho mọi tập con lồi, compact yếu của E đều có tính chất điểm
bất động đối với các ánh xạ không giãn. Cho C là một tập con lồi, đóng của
E và T là một ánh xạ không giãn từ C vào chính nó với F (T ) 6= ∅. Khi đó,
dãy {xt} xác định bởi xt = tfxt + (1 − t)Txt với f : C −→ C là một ánh xạ
co và t ∈ (0, 1), hội tụ mạnh về một phần tử x∗ ∈ F (T ) thỏa mãn tính chất
QF (T )f(x

∗) = x∗.
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Chú ý 2.2. Trong Định lý 2.3, nếu f(x) = u với mọi x ∈ C, thì x∗ = QF (T )u,
trong đó QF (T ) : C −→ F (T ) là ánh xạ co rút không giãn theo tia từ C lên
F (T ).

Các tác giả J.K. Kim và T.M. Tuyên đã chứng minh định lý sau:

Định lý 2.4. Cho E là một không gian Banach lồi đều và trơn đều. Cho C

là một tập con lồi, đóng và khác rỗng của E. Cho A : D(A) ⊆ C −→ 2E và
B : D(B) ⊆ C −→ 2E là các toán tử j-đơn điệu với S = A−10 ∩ B−10 6= ∅,
D(A) ⊂ C ⊂ ∩r>0R(I+rA) và D(B) ⊂ C ⊂ ∩r>0R(I+rB). Cho {αn} ⊂ (0, 1),
{βn} và {γn} là các dãy số dương thỏa mãn các điều kiện:

i) limn→∞ αn = 0,
∑∞

n=0 αn = ∞;

ii)
∑∞

n=0 |αn+1 − αn| <∞ hoặc limn→0 αn+1/αn = 1;

iii) βn ≥ ε, γn ≥ ε với ε > 0 và với mọi n,
∑∞

n=0 |βn+1 − βn| < ∞ và
∑∞

n=0 |γn+1 − γn| <∞,

Cho {xn} là dãy được xác định bởi

yn = JA
βn
xn, n = 0, 1, ..., (2.20)

xn+1 = αnu+ (1− αn)J
B
γnyn, n = 1, 2... (2.21)

trong đó u và x0 là các phần tử bất kỳ trong C. Khi đó, dãy {xn} hội tụ mạnh
về QSu, trong đó QS : C −→ S là ánh xạ co rút không giãn theo tia từ C lên
S.

Chứng minh. Chứng minh của định lý này được chia thành các bước sau:
Bước 1. Dãy {xn} bị chặn.
Lấy p ∈ S, ta có

‖xn+1 − p‖ = ‖αnu+ (1− αn)J
B
γnyn − p‖

≤ αn‖u− p‖+ (1− αn)‖JB
γnyn − JB

γnp‖
≤ αn‖u− p‖+ (1− αn)‖yn − p‖
= αn‖u− p‖+ (1− αn)‖JA

βn
xn − JA

βn
p‖

≤ αn‖u− p‖+ (1− αn)‖xn − p‖
≤ max{‖u− p‖, ‖xn − p‖}

...

≤ max{‖u− p‖, ‖x0 − p‖},
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điều này suy ra rằng dãy {xn} là bị chặn. Do đó, dãy {yn} cũng bị chặn.
Bước 2. Các dãy {xn} và {yn} là chính qui tiệm cận.
Từ (2.21), ta có

xn+2 = αn+1u+ (1− αn+1)J
B
γn+1

yn+1.

Do đó,

‖xn+2 − xn+1‖ ≤ |αn+1 − αn|‖u‖
+ ‖(1− αn+1)J

B
γn+1

yn+1 − (1− αn)J
B
γnyn‖

≤ |αn+1 − αn|(‖u‖+ ‖JB
γn+1

yn+1‖) (2.22)

+ (1− αn)‖JB
γn+1

yn+1 − JB
γnyn‖

≤M |αn+1 − αn|+ (1− αn)‖JB
γn+1

yn+1 − JB
γnyn‖,

trong đó M = ‖u‖+ supn{‖JB
γn+1

yn+1‖}.
Trường hợp 1. Nếu γn+1 ≥ γn, từ Bổ đề 1.2, ta có

‖JB
γn+1

yn+1 − JB
γnyn‖ = ‖JB

γn(
γn
γn+1

yn+1 + (1− γn
γn+1

)JB
γn+1

yn+1)− JB
γnyn‖

≤ ‖yn+1 − yn‖+ |1− γn
γn+1

|(‖yn+1‖+ ‖JB
γn+1

yn+1‖) (2.23)

≤ ‖yn+1 − yn‖+K|γn+1 − γn|,

với K =
supn{‖yn+1‖+ ‖JB

γn+1
yn+1‖}

ε
.

Trường hợp 2. Nếu γn < γn+1, từ Bổ đề 1.2, ta có

‖JB
γn+1

yn+1 − JB
γnyn‖ = ‖JB

γn+1
yn+1 − JB

γn+1
(
γn+1

γn
yn + (1− γn+1

γn
)JB

γnyn)‖

≤ ‖yn+1 − yn‖+ |1− γn+1

γn
|(‖yn‖+ ‖JB

γnyn‖)

≤ ‖yn+1 − yn‖+K|γn+1 − γn|.

(2.24)

Từ (2.22), (2.23) và (2.24), ta nhận được

‖xn+2 − xn+1‖ ≤ (1− αn)‖yn+1 − yn‖+K|γn+1 − γn| (2.25)

+M |αn+1 − αn|.
Bây giờ, ta đánh giá ‖yn+1 − yn‖. Ta có

‖yn+1 − yn‖ = ‖JA
βn+1

xn+1 − JA
βn
xn‖

= ‖JA
βn
(
βn
βn+1

xn+1 + (1− βn
βn+1

)yn+1)− JA
βn
xn‖

≤ ‖xn+1 − xn‖+ |1− βn
βn+1

|(‖yn+1‖+ ‖xn+1‖)

≤ ‖xn+1 − xn‖+ L|βn+1 − βn|,

(2.26)
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với L =
supn{‖yn‖+ ‖xn‖}

ε
.

Từ (2.25) và (2.26), ta thu được

‖xn+2 − xn+1‖ ≤ (1− αn)‖xn+1 − xn‖+ L|βn+1 − βn| (2.27)

+K|γn+1 − γn|+M |αn+1 − αn|.

Từ Bổ đề 1.16, ‖xn+1 − xn‖ → 0, khi n → ∞. Do đó, từ (2.26), ta cũng có
‖yn+1 − yn‖ → 0, khi n→ ∞.
Bước 3. ‖xn+1 − yn‖ → 0.
Phương trình (2.20) có thể viết lại dưới dạng

βnAyn + yn ∋ xn.

Từ tính j-đơn điệu của A, ta nhận được

〈xn − yn, j(yn − p)〉 ≥ 0. (2.28)

Do đó,

〈yn − xn+1, j(yn − p)〉 ≤ 〈xn − xn+1, j(yn − p)〉 ≤ L1‖xn+1 − xn‖, (2.29)

với L1 = supn{‖yn‖}+ ‖p‖.
Phương trình (2.21) có thể viết lại dưới dạng

γnBzn + zn ∋ yn, zn =
xn+1 − αnu

1− αn
.

Từ tính j-đơn điệu của B, ta nhận được

〈yn − zn, j(zn − p)〉 ≥ 0.

Do đó,
〈yn − xn+1 + αn(u− yn), j(p− xn+1 + αn(u− p))〉 ≤ 0,

suy ra

〈yn − xn+1,j(p− xn+1)〉 ≤ 〈yn − xn+1, j(p− xn+1)

− j(p− xn+1 + αn(u− p))〉+ L2αn

≤ L3‖j(p− xn+1)− j(p− xn+1 + αn(u− p))‖+ L2αn,

(2.30)

với L2 = supn{(‖yn‖+‖u‖)(‖p−xn+1+αn(u−p)‖)} và L3 = supn{‖xn+1‖+‖yn‖}.
Từ (2.29) và (2.30), ta nhận được

〈yn − xn+1, j(yn − p)−j(xn+1 − p)〉 ≤ L1‖xn+1 − xn‖+ L2αn

+ L3‖j(p− xn+1)− j(p− xn+1 + αn(u− p))‖.
(2.31)
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Từ Bổ đề 1.4, ta có j là liên tục đều theo chuẩn trên mỗi tập con bị chặn của
E và từ ‖(p− xn+1)− (p− xn+1 + αn(u− p))‖ = αn‖u− p‖ → 0, suy ra

‖j(p− xn+1)− j(p− xn+1 + αn(u− p))‖ → 0. (2.32)

Từ (2.31) và (2.32), ta có

〈yn − xn+1, j(yn − p)− j(xn+1 − p)〉 → 0.

Từ Bổ đề 1.3, ta nhận được

g(‖yn − xn+1‖) → 0.

Từ tính chất của hàm g, suy ra ‖xn+1 − yn‖ → 0.

Bước 4. ‖xn − Txn‖ → 0, với T =
1

2
(JA

r + JB
r ), trong đó r ∈ (0, ε).

Ta có
‖xn+1 − JB

γnyn‖ = αn‖u− JB
γnyn‖ → 0. (2.33)

‖JB
γnxn+1 − JB

γnyn‖ ≤ ‖xn+1 − yn‖ → 0. (2.34)

Do đó,
‖xn+1 − JB

γnxn+1‖ → 0. (2.35)

Từ đó, suy ra

‖JB
γnxn+1 − JB

r xn+1‖ = ‖JB
r (

r

γn
xn+1 + (1− r

γn
)JB

γnxn+1)− JB
r xn+1‖

≤ (1− r

γn
)‖xn+1 − JB

γnxn+1‖ → 0.
(2.36)

Do đó,
‖xn − JB

r xn‖ → 0. (2.37)

Ta có

‖yn − JA
r yn‖ = ‖JA

βn
xn − JA

r yn‖
= ‖JA

r (
r

βn
xn + (1− r

βn
)JA

βn
xn)− JA

r yn‖

≤ (1− r

βn
)‖xn − yn‖ → 0.

(2.38)

Vì vậy,

‖xn − JA
r xn‖ ≤ ‖xn − yn‖+ ‖yn − JA

r yn‖+ ‖JA
r yn − JA

r xn‖
≤ 2‖xn − yn‖+ ‖yn − JA

r yn‖ → 0.
(2.39)
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Từ (2.37) và (2.39), ta thu được

‖xn − Txn‖ = ‖xn −
1

2
(JA

r xn + JB
r xn)‖

≤ 1

2
(‖xn − JA

r xn‖+ ‖xn − JB
r xn‖) → 0.

(2.40)

Bước 5. lim supn→∞〈u−QSu, j(xn −QSu)〉 ≤ 0.
Cho {xt} là dãy xác định bởi xt = tu+ (1− t)Txt, t ∈ (0, 1). Khi đó, theo Định
lý 2.3, {xt} hội tụ mạnh về QSu ∈ F (T ) = S, khi t→ 0+.
Đặt M = sup{‖xt − xn‖ : t ∈ (0, 1), n ≥ 0}. Ta có

‖xt − xn‖2 = t〈u− xn, j(xt − xn)〉+ (1− t)〈Txt − xn, j(xt − xn)〉
= t〈u− xt, j(xt − xn)〉+ t‖xt − xn‖2

+ (1− t)〈Txt − Txn, j(xt − xn)〉+ (1− t)〈Txn − xn, j(xt − xn)〉
≤ t〈u− xt, j(xt − xn)〉+ t‖xt − xn‖2

+ (1− t)‖xt − xn‖2 +M‖xn − Txn‖,

điều này suy ra

〈u− xt, j(xn − xt)〉 ≤
M

t
‖xn − Txn‖.

Vì xn − Txn → 0, nên

lim sup
n→∞

〈u− xt, j(xt − xn)〉 ≤ 0. (2.41)

Ngoài ra, vì xt → QSu khi t→ 0+ và j là liên tục đều trên mỗi tập con bị chặn
của E, nên

|〈u−QSu,j(xn −QSu)〉 − 〈u− xt, j(xn − xt)〉|
= |〈u−QSu, j(xn −QSu)− j(xn − xt)〉+ 〈QSu− xt, j(xn − xt)〉|
≤ |〈u−QSu, j(xn −QSu)− j(xn − xt)〉|+M‖xt −QSu‖ → 0.

Cho trước ε > 0 (bất kỳ), khi đó tồn tại số δ ∈ (0, 1) sao cho

〈u−QSu, j(xn −QSu)〉 < 〈u− xt, j(xn − xt)〉+ ε,

với mọi t ∈ (0, ε).
Từ (2.41), ta nhận được

lim sup
n→∞

〈u−QSu, j(xn −QSu)〉 ≤ lim sup
n→∞

〈u− xt, j(xt − xn)〉+ ε ≤ ε.
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Vì ε > 0 là bất kỳ, nên

lim sup
n→∞

〈u−QSu, j(xn −QSu)〉 ≤ 0.

Bước 6. xn → QSu khi n→ ∞.
Từ Bổ đề 1.6, ta có

‖xn+1 −QSu‖2 = ‖αnu+ (1− αn)J
B
γnyn −QSu‖2

≤ (1− αn)
2‖JB

γnyn −QSu‖2

+ 2αn(1− αn)〈u−QSu, j(xn+1 −QSu)〉
≤ (1− αn)‖yn −QSu‖2 + 2αn〈u−QSu, j(xn+1 −QSu)〉
≤ (1− αn)‖xn −QSu‖2 + 2αn〈u−QSu, j(xn+1 −QSu)〉.

Từ Bổ đề 1.3, ta nhận được xn → QSu khi n→ ∞.
Định lý được chứng minh.

Tiếp theo, các tác giả J.K. Kim và T.M. Tuyên cũng đã nghiên cứu sự hội
tụ mạnh của dãy lặp {zn} được xác định bởi z0 ∈ C và

dn = JA
βn
zn, n = 0, 1, ..., (2.42)

zn+1 = αnf(dn) + (1− αn)J
B
γndn, n = 0, 1, 2... (2.43)

trong đó f : C −→ C là một ánh xạ co từ C vào C với hệ số co là c ∈ [0, 1).
Họ đã chứng minh kết quả dưới đây:

Định lý 2.5. Cho E là một không gian Banach lồi đều và trơn đều. Cho C

là một tập con lồi, đóng và khác rỗng của E. Cho A : D(A) ⊆ C −→ 2E và
B : D(B) ⊆ C −→ 2E là các toán tử j-đơn điệu với S = A−10 ∩ B−10 6= ∅,
D(A) ⊂ C ⊂ ∩r>0R(I+rA) và D(B) ⊂ C ⊂ ∩r>0R(I+rB). Cho {αn} ⊂ (0, 1),
{βn} và {γn} là các dãy số dương thỏa mãn các điều kiện:

i) limn→∞ αn = 0,
∑∞

n=0 αn = ∞;

ii)
∑∞

n=0 |αn+1 − αn| <∞ hoặc limn→0 αn+1/αn = 1;

iii) βn ≥ r > 0, γn ≥ r > 0 với mọi n,
∑∞

n=0 |βn+1−βn| <∞ và
∑∞

n=0 |γn+1−
γn| <∞.

Khi đó, dãy {zn} xác định bởi (2.42) và (2.43) hội tụ mạnh về phần tử x∗ ∈ S

thỏa mãn QSf(x
∗) = x∗.
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Chứng minh. Gọi x∗ là điểm bất động duy nhấy của QSf , tức là QSf(x
∗) = x∗.

Từ Định lý 2.4, trong (2.20) và (2.21) thay u bởi f(x∗), thì dãy {xn} hội tụ
mạnh về QSf(x

∗) = x∗.
Ta sẽ chỉ ra ‖zn − xn‖ → 0, khi n → ∞. Giả sử lim supn→∞ ‖zn − xn‖ > 0.

Khi đó, ta chọn ε với ε ∈ (0, lim supn→∞ ‖zn − xn‖). Vì ‖xn − x∗‖ → 0, nên tồn
tại số tự nhiên n1 sao cho

‖xn − x∗‖ < 1− c

c
ε,

với mọi n ≥ n1 ∈ N. Ta xét hai trường hợp sau:

(i) Tồn tại n2 ∈ N thỏa mãn n2 ≥ n1 và ‖zn2
− xn2

‖ ≤ ε.

(ii) ‖zn − xn‖ > ε với mọi n ≥ n1.

Trong trường hợp (i), ta có

‖zn2+1 − xn2+1‖ ≤ αn2
‖f(dn2

)− f(x∗)‖+ (1− αn2
)‖n2

− yn2
‖

≤ cαn2
‖dn2

− x∗‖+ (1− αn2
)‖dn2

− yn2
‖

≤ cαn2
‖zn2

− x∗‖+ (1− αn2
)‖zn2

− xn2
‖

≤ cαn2
‖xn2

− x∗‖+ [1− αn2
(1− c)]‖zn2

− xn2
‖

≤ cαn2

1− c

c
ε+ [1− αn2

(1− c)]ε

= ε.

Bằng qui nạp, ta có thể chỉ ra rằng ‖zn+1 − xn+1‖ ≤ ε với mọi n ≥ n2. Điều
này mâu thuẫn với ε < lim supn→∞ ‖zn − xn‖. Trong trường hợp (ii), với mỗi
n ≥ n1, ta có

‖zn+1 − xn+1‖ ≤ (1− αn)‖dn − yn‖+ αn‖f(dn)− f(x∗)‖
≤ (1− αn)‖zn − xn‖+ cαn‖dn − x∗‖
≤ (1− αn)‖zn − xn‖+ cαn‖zn − x∗‖
≤ [1− αn(1− c)]‖zn − xn‖+ cαn‖xn − x∗‖.

Do vậy, từ Bổ đề 1.16, ta nhận được limn→∞ ‖zn − xn‖ = 0, suy ra mâu thuẫn.
Do đó, limn→∞ ‖zn − xn‖ = 0. Như vậy, ta thu được

lim
n→∞

‖zn − x∗‖ ≤ lim
n→∞

‖zn − xn‖+ lim
n→∞

‖xn − x∗‖ = 0.

Định lý được chứng minh.
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Chú ý 2.3. Nếu A = 0, thì từ (2.20), ta nhận được yn = xn, do đó Bước 3 trong
chứng minh của Định lý 2.4 là không cần thiết. Như vậy, ta có hệ quả dưới đây:

Hệ quả 2.2. Cho E là một không gian Banach phản xạ với chuẩn khả vi Gâteaux
đều và mọi tập con lồi, compact yếu của E đều có tính chất điểm bất động đối
với ánh xạ không giãn. Cho C là một tập con lồi, đóng và khác rỗng của E.
Cho A : D(A) ⊆ C −→ 2E là một toán tử j-đơn điệu sao cho S = A−10 6= ∅,
D(A) ⊂ C ⊂ ∩r>0R(I + rA). Cho {αn} ⊂ (0, 1) và {βn} là các dãy số thực
dương thỏa mãn các điều kiện sau:

i) limn→∞ αn = 0,
∑∞

n=0 αn = ∞;

ii)
∑∞

n=0 |αn+1 − αn| <∞ hoặc limn→0 αn+1/αn = 1;

iii) βn ≥ r > 0 với mọi n và
∑∞

n=0 |βn+1 − βn| <∞.

Khi đó, dãy {zn} xác định bởi

zn+1 = αnf(zn) + (1− αn)J
A
βn
zn, z0 ∈ C, n = 0, 1, 2, (2.44)

hội tụ mạnh về một phần tử x∗ ∈ S sao cho QSf(x
∗) = x∗.

Chú ý 2.4. Hệ quả 2.2 là kết quả của J.S. Jung [37] (xem dãy {xn} xác định
bởi (1.12)).

Ta biết rằng nếu A là toán tử m-j-đơn điệu, thì A thỏa mãn điều kiện miền.
Do đó, ta có kết quả sau:

Định lý 2.6. Cho E là một không gian Banach lồi đều và trơn đều. Cho C là
một tập con lồi, đóng và khác rỗng của E. Cho A : E −→ 2E và B : E −→ 2E

là hai toán tử m-j-đơn điệu sao cho S = A−10 ∩ B−10 6= ∅. Cho {αn} ⊂ (0, 1),
{βn} và {γn} la các dãy số thực dương thỏa mãn các điều kiện:

i) limn→∞ αn = 0,
∑∞

n=0 αn = ∞;

ii)
∑∞

n=0 |αn+1 − αn| <∞ hoặc limn→0 αn+1/αn = 1;

iii) βn ≥ r > 0, γn ≥ r > 0 với mọi n,
∑∞

n=0 |βn+1−βn| <∞ và
∑∞

n=0 |γn+1−
γn| <∞.

Khi đó, dãy {zn} xác định bởi (2.42) và (2.43) hội tụ mạnh về một phần tử
x∗ ∈ S sao cho QSf(x

∗) = x∗.
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Hệ quả 2.3. Cho E là một không gian Banach phản xạ với chuẩn khả vi Gâteaux
đều và mọi tập con lồi, compact yếu của E đều có tính chất điểm bất động đối
với ánh xạ không giãn. Cho C là một tập con lồi, đóng và khác rỗng của E. Cho
A : D(A) ⊆ C −→ 2E là một toán tử m-j-đơn điệu sao cho S = A−10 6= ∅. Cho
{αn} ⊂ (0, 1) và {βn} là các dãy số thực dương thỏa mãn các điều kiện sau:

i) limn→∞ αn = 0,
∑∞

n=0 αn = ∞;

ii)
∑∞

n=0 |αn+1 − αn| <∞ hoặc limn→0 αn+1/αn = 1;

iii) βn ≥ r > 0 với mọi n và
∑∞

n=0 |βn+1 − βn| <∞.

Khi đó, dãy {zn} xác định bởi

zn+1 = αnf(zn) + (1− αn)J
A
βn
zn, z0 ∈ C, n = 0, 1, 2, (2.45)

hội tụ mạnh về một phần tử x∗ ∈ S thỏa mãn QSf(x
∗) = x∗.

2.2.2. Tính ổn định của phương pháp

Trong mục này chúng tôi trình bày về tính ổn định của phương pháp lặp
(2.42) và (2.43) ở dạng sau:

vn = JAn

βn
un, u0 ∈ C, n = 0, 1, ..., (2.46)

un+1 = αnf(vn) + (1− αn)J
Bn

γn vn, n = 0, 1, 2... (2.47)

trong đó An : D(An) ⊆ C −→ 2E, An : D(An) ⊆ C −→ 2E là các toán tử
j-đơn điệu với D(An) = D(A), D(Bn) = D(B) và sao cho

H(An(x), A(x)) ≤ gA(‖x‖)hAn , H(Bn(x), B(x)) ≤ gB(‖x‖)hBn (2.48)

với gA, gB là các hàm bị chặn (ảnh của tập bị chặn là tập bị chặn) xác định với
t ≥ 0, thỏa mãn gA(0) = 0, gB(0) = 0 và {hAn}, {hBn } là các dãy số thực dương.

Ta có các kết quả sau:

Định lý 2.7. Cho E là một không gian Banach lồi đều và trơn đều. Cho C

là một tập con lồi, đóng và khác rỗng của E. Cho A : D(A) ⊆ C −→ 2E và
B : D(B) ⊆ C −→ 2E là các toán tử j-đơn điệu thỏa mãn S = A−10∩B−10 6= ∅,
D(A) ⊂ C ⊂ ∩r>0R(I + rA) và D(B) ⊂ C ⊂ ∩r>0R(I + rB). Nếu các điều kiện
sau đúng

i) limn→∞ αn = 0,
∑∞

n=0 αn = ∞;
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ii)
∑∞

n=0 |αn+1 − αn| <∞ hoặc limn→0 αn+1/αn = 1;

iii) βn ≥ r > 0, γn ≥ r > 0 với mọi n,
∑∞

n=0 |βn+1−βn| <∞ và
∑∞

n=0 |γn+1−
γn| <∞;

iv)
∑∞

n=0 βnh
A
n < ∞ và

∑∞
n=0 γnh

B
n < ∞ hoặc limn→∞ βnh

A
n/αn = 0 và

limn→∞ γnh
B
n /αn = 0,

thì dãy {un} xác định bởi (2.46) và (2.47) hội tụ mạnh về phần tử x∗ ∈ S thỏa
mãn QSf(x

∗) = x∗.

Chứng minh. Ta viết lại các phương trình (2.42) và (2.43) ở dạng

βnAdn + dn ∋ zn, (2.49)

γnBln + ln ∋ dn, ln =
zn+1 − αnf(dn)

1− αn
, (2.50)

và các phương trình (2.46) and (2.47) ở dạng

βnA
nvn + vn ∋ un, (2.51)

γnB
nwn + wn ∋ vn, wn =

un+1 − αnf(vn)

1− αn
. (2.52)

Vì limn→∞ αn = 0, nên tồn tại n0 sao cho với η ∈ (0, 1), thì αn < 1− η với mọi
n > n0, điều này suy ra 1 − αn > η với mọi n > n0. Do vậy, 1 − αn ≥ η0 =

mini=1,...,n0
{αi, η}. Do đó,

‖ln‖ ≤ ‖zn+1‖+ αn‖f(dn)‖
1− αn

≤ K =
supn{‖zn+1‖+ ‖f(dn)‖}

η0
<∞,

với mọi n.
Từ (2.52), tồn tại an ∈ Bnwn sao cho

γnan + wn = vn. (2.53)

Từ (2.50), tồn tại bn ∈ Bln sao cho

γnbn + ln = dn. (2.54)

Từ (2.48), tồn tại en ∈ Bnln sao cho

‖bn − en‖ ≤ gB(‖ln‖)hBn ≤ gB(K)hBn . (2.55)
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Từ (2.53) và (2.54), ta nhận được

γn(bn − an) + ln − wn = dn − vn.

Do đó,

〈γn(bn − en),j(ln − wn)〉+ 〈γn(en − an), j(ln − wn)〉+ ‖ln − wn‖2

= 〈dn − vn, j(ln − wn)〉.

Do 〈γn(en − an), j(ln − wn)〉 ≥ 0 và từ (2.55), ta nhận được

‖ln − wn‖ ≤ ‖dn − vn‖+ gB(K)hBn γn. (2.56)

Bây giờ, ta sẽ đánh giá ‖dn − vn‖. Từ (2.49) và (2.51), tồn tại ξn ∈ Adn và
ζn ∈ Anvn sao cho

βnξn + dn = zn, βnζn + vn = un. (2.57)

Từ (2.48), tồn tại τn ∈ Andn sao cho

‖ξn − τn‖ ≤ gA(‖dn‖)hAn ≤ gA(L)h
A
n , (2.58)

với L = supn{‖dn‖} <∞.
Từ (2.57), ta có

〈βn(ζn − τn),j(vn − dn)〉+ 〈βn(τn − ξn), j(vn − dn)〉+ ‖dn − vn‖2

= 〈un − zn, j(vn − dn)〉.

Vì 〈βn(ζn − τn), j(vn − dn)〉 ≥ 0 và từ (2.58), ta thu được

‖dn − vn‖ ≤ ‖zn − un‖+ gA(L)h
A
nβn. (2.59)

Kết hợp (2.56) và (2.59), ta nhận được

‖ln − wn‖ ≤ ‖zn − un‖+ gA(L)h
A
nβn + gB(K)hBn γn. (2.60)

Ta có

‖ln − wn‖ = ‖zn+1 − αnf(dn)

1− αn
− un+1 − αnf(vn)

1− αn
‖

≥ ‖zn+1 − un+1‖
1− αn

− αn

1− αn
‖f(dn)− f(vn)‖

≥ ‖zn+1 − un+1‖
1− αn

− αnc

1− αn
‖dn − vn‖.

(2.61)
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Từ (2.60) và (2.61), suy ra

‖zn+1 − un+1‖ ≤ [1− αn(1− c)]‖zn − un‖+ gA(L)h
A
nβn + gB(K)hBn γn. (2.62)

Do vậy, từ Bổ đề 1.16, ta có ‖zn − un‖ → 0, kết hợp với zn → x∗, ta nhận được
un → x∗.
Định lý được chứng minh.

Ta có hệ quả dưới đây:

Hệ quả 2.4. Cho E là một không gian Banach phản xạ với chuẩn khả vi Gâteaux
đều sao cho mọi tập con lồi, compact yếu của E đều có tính chất điểm bất động
đối với ánh xạ không giãn. Cho C là một tập con lồi, đóng và khác rỗng của E.
Cho A : D(A) ⊆ C −→ 2E và An : D(An) ⊆ E −→ 2E, n = 1, 2, ..., là các
toán tử j-đơn điệu thỏa mãn S = A−10 6= ∅, D(A) ⊂ C ⊂ ∩r>0R(I + rA) và
D(A) = D(An) với mọi n. Cho {αn} ⊂ (0, 1) và {βn} là các dãy số thực dương
thỏa mãn các điều kiện:

i) limn→∞ αn = 0,
∑∞

n=0 αn = ∞;

ii)
∑∞

n=0 |αn+1 − αn| <∞ hoặc limn→0 αn+1/αn = 1;

iii) βn ≥ r > 0 với mọi n và
∑∞

n=0 |βn+1 − βn| <∞.

Khi đó, dãy {zn} xác định bởi

zn+1 = αnf(zn) + (1− αn)J
An

βn
zn, z0 ∈ C, n = 0, 1, 2, (2.63)

hội tụ mạnh về phần tử x∗ ∈ S thỏa mãn QSf(x
∗) = x∗.

Ta biết rằng, trong không gian Hilbert, nếu A là toán tử m-j-đơn điệu, thì
A là toán tử đơn điệu cực đại. Do đó, ta có định lý dưới đây:

Định lý 2.8. Cho H là một không gian Hilbert. Cho A : H −→ 2H và B :

H −→ 2H là các toán tử đơn điệu cực đại với S = A−10 ∩ B−10 6= ∅. Cho
f : H −→ H là một ánh xạ co trong H. Cho {αn} ⊂ (0, 1), {βn} và {γn} là
các dãy số thực dương thỏa mãn các điều kiện:

i) limn→∞ αn = 0,
∑∞

n=0 αn = ∞;

ii)
∑∞

n=0 |αn+1 − αn| <∞ hoặc limn→0 αn+1/αn = 1;

iii) βn ≥ r > 0, γn ≥ r > 0 với mọi n,
∑∞

n=0 |βn+1−βn| <∞ và
∑∞

n=0 |γn+1−
γn| <∞.
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Khi đó, dãy {zn} xác định bởi (2.42) và (2.43) hội tụ mạnh về phần tử x∗ ∈ S

thỏa mãn PSf(x
∗) = x∗, trong đó PS : H −→ S là phép chiếu mêtric từ H lên

S.

Hệ quả 2.5. Cho H là một không gian Hilbert. Cho A : H −→ 2H là một toán
tử đơn điệu cực đại với S = A−10 6= ∅. cho f : H −→ H là một ánh xạ co trong
H. Cho {αn} và {βn} là hai dãy số thực dương thỏa mãn các điều kiện:

i) limn→∞ αn = 0,
∑∞

n=0 αn = ∞;

ii)
∑∞

n=0 |αn+1 − αn| <∞ hoặc limn→0 αn+1/αn = 1;

iii) βn ≥ r > 0 với mọi n và
∑∞

n=0 |βn+1 − βn| <∞.

Khi đó, dãy {un} xác định bởi u0 ∈ H và

un+1 = αnf(un) + (1− αn)J
A
βn
un, n = 0, 1, ..., (2.64)

hội tụ mạnh về phần tử x∗ ∈ S thỏa mãn PSf(x
∗) = x∗, trong đó PS : H −→ S

là phép chiếu mêtric từ H lên S.

2.2.3. Ví dụ số minh họa

Dưới đây chúng tôi giới thiệu một ví dụ số đơn giản nhằm minh họa thêm
cho Định lý 2.5.

Ví dụ 2.2. Xét bài toán tìm một phần tử

x∗ ∈ S = argminx∈R3f1(x) ∩ argminx∈R3f2(x).

trong đó f1 và f2 được xác định bởi

fi(x) = 〈Aix, x〉+ 〈Bi, x〉+ Ci, i = 1, 2

với

A1 =





1 1 −1

1 1 −1

−1 −1 1



 , A2 =





1 1 0

1 1 0

0 0 0



 ,

B1 =
(

−4 −4 4
)

, B2 =
(

−4 −4 0
)

, C1, C2 là các hằng số bất kỳ .

Ta có ▽2fi = 2Ai, i = 1, 2. Do Ai là các ma trận nửa xác định dương nên fi
là các hàm lồi trên R

3. Ngoài ra, f1, f2 là các hàm chính thường, liên tục trong
R

3. Suy ra ∂f1, ∂f2 là các toán tử đơn điệu cực đại.
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Như vậy, bài toán trên tương đương với bài toán xác định không điểm chung
của hai toán tử đơn điệu cực đại sau:
Tìm một phần tử

x∗ ∈ S = (∂f1)
−10 ∩ (∂f2)

−10 6= ∅.
Dễ dàng kiểm tra được tập nghiệm của bài toán là

S = {(x1, x2, x3) ∈ R
3 : x1 + x2 = 2, x3 = 0}.

- Áp dụng Định lý 2.5 với f(x) = u, với u =
(

1 2 −1
)

và f(x) = x/4 với mọi
x ∈ R

3, αn = 1/(n + 1), βn = γn = 1 với mọi n ≥ 0, ta nhận được các kết quả
số được mô tả trong Bảng 2.1 dưới đây:

f(x) = u

TOL n ‖x
n
− x∗‖ x

n

10−3 2801 9.99× 10−4 (0.500133, 1.500133, −0.000981)
10−4 28007 9.99× 10−5 (0.500013, 1.500013, −9.81× 10−5)
10−5 280067 9.99× 10−6 (0.500001, 1.500001, −9.81× 10−6)
10−6 2800671 9.99× 10−7 (0.5, 1.5, −9.81× 10−7)

f(x) = x/4

TOL n ‖x
n
− x∗‖ x

n

10−3 2693 9.99× 10−4 (0.999282, 1.000020, −0.000696)
10−4 35233 9.99× 10−5 (0.999919, 1.000027, −5.32× 10−5)
10−5 586563 9.99× 10−6 (0.999991, 1.000004, −3.19× 10−6)
10−6 11637961 9.99× 10−7 (0.999999, 1, −1.61× 10−7)

Bảng 2.1

2.3. Phương pháp prox-Tikhonov xấp xỉ không điểm
chung của hai toán tử j-đơn điệu

2.3.1. Phương pháp lặp và sự hội tụ

Định lý 2.9. Cho E là một không gian Banach phản xạ với tính liên tục yếu theo
dãy của ánh xạ đối ngẫu chuẩn tắc j sao cho mọi tập con lồi, compact yếu của E
có tính chất điểm bất động đối với ánh xạ không giãn. Cho C là một tập con lồi,
đóng và khác rỗng của E. Cho A : D(A) ⊆ C → 2E và B : D(B) ⊆ C → 2E

là các toán tử j-đơn điệu thỏa mãn

S := A−10 ∩B−10 6= ∅,
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D(A) ⊂ C ⊂ ∩r>0R(I + rA) và D(B) ⊂ C ⊂ ∩r>0R(I + rB). Cho {αn}, {βn},
và {γn} là các dãy số thực dương thỏa mãn các điều kiện:

(i) limn→∞ αn = 0,
∑∞

n=0 αn = ∞.

(ii) {βn} và {γn} là các dãy trong [ε,∞), với ε > 0.

Cho {xn} là dãy được xác định bởi

x2n+1 = JA
βn
(αnu+ (1− αn)x2n), n = 0, 1, ..., (2.65)

x2n = JB
γn(x2n−1), n = 1, 2, ..., (2.66)

trong đó u và x0 là các phần tử bất kỳ trong C. Nếu {xn} là chính qui tiệm cận,
thì {xn} hội tụ mạnh về QSu, với QS : C → S là ánh xạ co rút không giãn theo
tia từ C lên S.

Chứng minh. Trước hết, ta chỉ ra dãy {xn} bị chặn. Cho p ∈ S. Khi đó, từ
(2.65) và (2.66), ta có

‖x2n+1 − p‖ ≤ ‖αn(u− p) + (1− αn)(x2n − p)‖
≤ αn‖u− p‖+ (1− αn)‖x2n − p‖
≤ αn‖u− p‖+ (1− αn)‖x2n−1 − p‖.

(2.67)

Áp dụng qui nạp vào (2.67), ta nhận được

‖x2n+1 − p‖ ≤
(

1−
n
∏

k=0

(1− αk)
)

‖u− p‖+
n
∏

k=0

(1− αk)‖x0 − p‖.

Suy ra, dãy {x2n+1} bị chặn và do đó dãy {x2n} cũng bị chặn. Như vậy, ta thu
được dãy {xn} bị chặn.

Tiếp theo, ta chỉ ra ‖x2n+1−JA
r (x2n+1)‖ → 0 và ‖x2n−JB

r (x2n)‖ → 0, trong
đó 0 < r < ε. Vì

‖x2n+1 − JA
βn
(x2n)‖ = αn‖u− x2n‖ → 0, (2.68)

‖JA
β (x2n+1)− JA

βn
(x2n)‖ ≤ ‖x2n+1 − x2n‖ → 0, (2.69)

nên ta có

‖x2n+1−JA
βn
(x2n+1)‖ ≤ ‖x2n+1−JA

βn
(x2n)‖+‖JA

β (x2n+1)−JA
βn
(x2n)‖ → 0. (2.70)
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Từ Bổ đề 1.2, ta nhận được

‖JA
βn
(x2n+1)− JA

r (x2n+1)‖ = ‖JA
r

( r

βn
x2n+1 + (1− r

βn
)JA

βn
(x2n+1)

)

− JA
r (x2n+1)‖

≤
(

1− r

βn

)

‖x2n+1 − JA
βn
(x2n+1)‖ → 0.

(2.71)

Từ (2.70) và (2.71), ta có

‖x2n+1 − JA
r (x2n+1)‖ → 0.

Tương tự, ta cũng có
‖x2n − JB

r (x2n)‖ → 0.

Áp dụng Bổ đề 1.1, ta nhận được ωw({x2n+1}) ⊂ A−10 và ωw({x2n}) ⊂ B−10,
và do đó ωw({xn}) ⊂ S. Cho {yn} là dãy được xác định bởi

y2n+1 = αnu+ (1− αn)x2n, n = 0, 1, ..., (2.72)

y2n = x2n−1, n = 1, 2, .... (2.73)

Khi đó, rõ ràng rằng ‖yn − xn‖ → 0 và ωw({yn}) ⊂ S.
Từ bao hàm cuối, ta nhận được

lim sup
n→∞

〈u−QSu, j(yn −QSu)〉 = lim
k→∞

〈u−QSu, j(ynk
−QSu)〉

= 〈u−QSu, j(x−QSu)〉 ≤ 0,
(2.74)

trong đó x = w − limk→∞ ynk
∈ S.

Đặt q = QSu ∈ S. Từ (2.72) và (2.73), ta có

‖y2n+1 − q‖2 ≤ ‖(1− αn)(x2n − q) + αn(u− q)‖2

≤ (1− αn)
2‖x2n − q‖2 + 2αn〈u− q, j(y2n+1 − q)〉

≤ (1− αn)
2‖x2n−1 − q‖2 + 2αn〈u− q, j(y2n+1 − q)〉

≤ (1− αn)‖y2n−1 − q‖2 + σn,

trong đó σn = 2αn〈u− q, j(y2n+1 − q)〉. Từ (2.27), ta có

lim sup
n→∞

σn
αn

= lim sup
n→∞

〈u− q, j(y2n+1 − q)〉 ≤ 0.

Do đó, từ Bổ đề 1.16, ta nhận được y2n+1 → q. Hơn nữa, vì x2n+1 − x2n → 0 và
yn − xn → 0, nên ta có x2n+1 → q và x2n → q. Vậy dãy {xn} hội tụ mạnh về
q = QSu khi n→ ∞.
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Từ kết quả của Jung [35] ta có định lý dưới đây:

Định lý 2.10. Cho E là một không gian Banach phản xạ, lồi chặt với chuẩn
khả vi Gâteaux đều sao cho mọi tập con lồi, compact yếu của E có tính chất
điểm bất động đối với ánh xạ không giãn. Cho C là một tập con lồi, đóng và
khác rỗng của E. Cho A : D(A) ⊂ C → 2E và B : D(B) ⊂ C → 2E là các
toán tử j-đơn điệu thỏa mãn

S := A−10 ∩B−10 6= ∅,

D(A) ⊂ C ⊂ ∩r>0R(I + rA) và D(B) ⊂ C ⊂ ∩r>0R(I + rB). Cho {αn}, {βn},
và {γn} là các dãy số thực dương thỏa mãn các điều kiện:

(i) limn→∞ αn = 0,
∑∞

n=0 αn = ∞.

(ii) {βn} và {γn} là các dãy trong [ε,∞), với ε > 0.

Cho {xn} là dãy được xác định bởi (2.65) và (2.66). Nếu {xn} là chính qui
tiệm cận, thì {xn} hội tụ mạnh về QSu, trong đó QS : C → S là ánh xạ co rút
không giãn theo tia từ C lên S.

Chứng minh. Đặt T1 = JA
r , T2 = JB

r và T =
1

2
(T1 + T2), trong đó JA

r , J
B
r

được xác định như trong Định lý 2.9. Vì E là không gian Banach lồi chặt, nên
S = F (T ). Đặt {yn} là dãy được xác định bởi (2.72) và (2.73). Khi đó, ta có

‖yn − JA
r (yn)‖ ≤ ‖yn − xn‖+ ‖xn − JA

r (xn)‖
+ ‖JA

r (xn)− JA
r (yn)‖

≤ 2‖xn − yn‖+ ‖xn − JA
r (xn)‖.

(2.75)

Ta chỉ ra ‖xn − JA
r (xn)‖ → 0. Thật vậy,

‖x2n − JA
r (x2n)‖ ≤ ‖x2n − x2n+1‖+ ‖x2n+1 − JA

r (x2n+1)‖
+ ‖JA

r (x2n+1)− JA
r (x2n)‖

≤ 2‖x2n − x2n+1‖+ ‖x2n+1 − JA
r (x2n+1)‖ → 0.

(2.76)

Từ (2.75), (2.76) và ‖xn − yn‖ → 0, ta nhận được ‖yn − JA
r (yn)‖ → 0. Tương

tự, ta cũng nhận được ‖yn − JB
r (yn)‖ → 0. Do đó, ta có

‖yn − T (yn)‖ ≤ 1

2

(

‖yn − JA
r (yn)‖+ ‖yn − JB

r (yn)‖
)

→ 0.

Áp dụng Định lý 2.3 và Bổ đề 1.9 với f(x) = u với mọi x ∈ C, ta nhận được

lim sup
n→0

〈u−QSu, j(yn −QSu)〉 ≤ 0.
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Phần còn lại của chứng minh được thực hiện như chứng minh của Định lý
2.9.

Bổ đề 2.1. Cho E là một không gian Banach lồi đều. Nếu các dãy {αn}, {βn},
và {γn} thỏa mãn các điều kiện:

(i) limn→∞ αn = 0,
∑∞

n=0 αn = ∞;

(ii)
∑∞

n=0 |αn+1 − αn| <∞ hoặc

(ii*) limn→0 αn+1/αn = 1;

(iii) βn ≥ ε, γn ≥ ε, với ε > 0 nào đó và
∑∞

n=0 |βn+1 − βn| <∞,
∑∞

n=0 |γn+1 −
γn| <∞,

khi đó dãy {xn} xác định bởi (2.65) và (2.66) là chính qui tiệm cận.

Chứng minh. Trường hợp 1. βn+1 ≤ βn: Sử dụng đồng nhất giải thức, ta viết
(2.65) ở dạng

x2n+1 = JA
βn+1

(βn+1

βn

(

αnu+ (1− αn)x2n
)

+
(

1− βn+1

βn

)

x2n+1

)

.

Suy ra,

‖x2n+3 − x2n+1‖ ≤
∥

∥

∥

∥

βn+1

βn
(1− αn)(x2n+2 − x2n)

+
(

1− βn+1

βn

)

(x2n+2 − x2n+1)

+
(

αn+1 −
βn+1αn

βn

)

(u− x2n+2)

∥

∥

∥

∥

≤ (1− αn)‖x2n+2 − x2n‖

+
(

∣

∣1− βn+1

βn

∣

∣+
∣

∣αn+1 −
βn+1αn

βn

∣

∣

)

K

≤ (1− αn)‖x2n+2 − x2n‖

+
(2

ε
|βn+1 − βn|+ |αn+1 − αn|

)

K,

(2.77)

trong đó K là hằng số dương sao cho

sup
n≥0

{

‖u− x2n+2‖+ ‖x2n+2 − x2n+1‖
}

≤ K.
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Trường hợp 2. βn+1 > βn: Ta có

x2n+3 = JA
βn+1

(αn+1u+ (1− αn+1)x2n+2)

= JA
βn

( βn
βn+1

(αn+1u+ (1− αn+1)x2n+2) + (1− βn
βn+1

)x2n+3

)

.

Do đó,

‖x2n+3 − x2n+1‖ ≤
∥

∥

∥

∥

( βn
βn+1

(αn+1u+ (1− αn+1)x2n+2)

+ (1− βn
βn+1

)x2n+3

)

− (αnu+ (1− αn)x2n)

∥

∥

∥

∥

≤ βn
βn+1

(1− αn+1)‖x2n+2 − x2n‖

+
∣

∣

βn
βn+1

αn+1 − αn

∣

∣‖u− x2n‖

+
∣

∣1− βn
βn+1

∣

∣‖x2n − x2n+3‖

≤ (1− αn)‖x2n+2 − x2n‖

+ 2
(1

ε
|βn+1 − βn|+ |αn+1 − αn|

)

M,

(2.78)

trong đó M là hằng số dương thỏa mãn

sup
n≥0

{

‖u− x2n‖+ ‖x2n+3 − x2n‖+ ‖x2n+2 − x2n‖
}

≤M.

Từ (2.77) và (2.78), ta nhận được

‖x2n+3 − x2n+1‖ ≤ (1− αn)‖x2n+2 − x2n‖+ 2
(1

ε
|βn+1 − βn|+ |αn+1 − αn|

)

M ′,

trong đó M ′ = max{K,M}.
Mặt khác, ta có

‖x2n+2 − x2n‖ =

∥

∥

∥

∥

JB
γn

( γn
γn+1

x2n+1 + (1− γn
γn+1

)x2n+2

)

− JB
γn(x2n−1)

∥

∥

∥

∥

≤
∥

∥

∥

∥

(x2n+1 − x2n−1) +
(

1− γn
γn+1

)

(x2n+2 − x2n+1)

∥

∥

∥

∥

≤ ‖x2n+1 − x2n−1‖+
(

1− γn
γn+1

)

K

≤ ‖x2n+1 − x2n−1‖+
1

ε
|γn+1 − γn|M ′.
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Suy ra

‖x2n+3 − x2n+1‖ ≤ (1− αn)‖x2n+1 − x2n−1‖

+ 2
(1

ε
|βn+1 − βn|+ |αn+1 − αn|+

1

ε
|γn+1 − γn|

)

M ′.

Từ Bổ đề 1.16, ta nhận được

‖x2n+1 − x2n−1‖ → 0.

Tương tự như trên, ta cũng nhận được ‖x2n+2 − x2n‖ → 0.
Từ (2.65), ta có

x2n+1 − x2n+2 + βnAx2n+1 ∋ αn(u− x2n) + x2n − x2n+2.

Đặt p ∈ S. từ tính j-đơn điệu của A, ta nhận được

〈x2n+1 − x2n+2, j(x2n+1 − p)〉 ≤ αnK
′ + L‖x2n − x2n+2‖, (2.79)

với các hằng số dương K ′ và L. Tương tự, từ bao hàm

x2n+2 − x2n+1 + γn+1Bx2n+2 ∋ 0

và tình j-đơn điệu của B, ta có

〈x2n+2 − x2n+1, j(x2n+2 − p)〉 ≤ 0. (2.80)

Cộng các bất đẳng thức (2.79), (2.80) và cho n→ ∞ ta nhận được

〈x2n+2 − x2n+1, j(x2n+2 − p)− j(x2n+1 − p)〉 → 0. (2.81)

Từ Bổ đề 1.3, ta nhận được

g(‖x2n+2 − x2n+1‖)‖x2n+2 − x2n+1‖ → 0.

Từ tính chất của hàm g, ta nhận được

‖x2n+2 − x2n+1‖ → 0.

Do đó, ‖xn+1 − xn‖ → 0 khi n→ ∞.

Tiếp theo, ta nghiên cứu sự hội tụ mạnh của dãy lặp {zn} xác định bởi

z2n+1 = JA
βn
(αnf(z2n) + (1− αn)z2n), n = 0, 1, ..., (2.82)

z2n = JB
γn(z2n−1), n = 1, 2, ..., (2.83)

trong đó f : C → C là một ánh xạ co từ C vào chính nó với hệ số co là c ∈ [0, 1).
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Định lý 2.11. Cho E là một không gian Banach lồi đều với tính liên tục yếu
theo dãy của ánh xạ đối ngẫu chuẩn tắc j hoặc có chuẩn khả vi Gâteaux đều.
Cho C là một tập con lồi, đóng và khác rỗng của E và cho f : C → C là ánh
xạ co từ C vào chính nó. Cho A : D(A) ⊂ C → 2E và B : D(B) ⊂ C → 2E là
các toán tử j-đơn điệu thỏa mãn

S := A−10 ∩B−10 6= ∅,

D(A) ⊂ C ⊂ ∩r>0R(I + rA) và D(B) ⊂ C ⊂ ∩r>0R(I + rB). Cho {αn}, {βn}
và {γn} là các dãy số thực dương thỏa mãn các điều kiện:

(i) limn→∞ αn = 0,
∑∞

n=0 αn = ∞;

(ii)
∑∞

n=0 |αn+1 − αn| <∞ hoặc

(ii*) limn→0 αn+1/αn = 1;

(iii) βn ≥ r > 0, γn ≥ r > 0, với mọi n, and
∑∞

n=0 |βn+1 − βn| < ∞ và
∑∞

n=0 |γn+1 − γn| <∞.

Khi đó, dãy {zn} xác định bởi (2.82) và (2.83) hội tụ mạnh về phần tử x∗ ∈ S

thỏa mãn QSf(x
∗) = x∗.

Chứng minh. Giả sử x∗ là điểm bất động duy nhất của QSf , tức là QSf(x
∗) =

x∗. Từ Bổ đề 2.1, Định lý 2.9 và Định lý 2.10, trong (2.20) và (2.21) thay u bởi
f(x∗), ta nhận được dãy {xn} hội tụ mạnh về QSf(x

∗) = x∗.
Tiếp theo, ta sẽ chỉ ra ‖zn − xn‖ → 0, khi n→ ∞. Giả sử

lim sup
n→∞

‖z2n+1 − x2n+1‖ > 0.

Khi đó, ta có thể lấy ε với ε ∈ (0, lim supn→∞ ‖z2n+1−x2n+1‖).Vì ‖xn−x∗‖ → 0,
nên tồn tại n1 ∈ N sao cho với mọi n ≥ n1, ta có

‖x2n+1 − x∗‖ <
(1− c

c

)

ε

Ta xét hai trường hợp sau:

(i) Tồn tại n2 ∈ N với n2 ≥ n1 sao cho ‖z2n2+1 − x2n2+1‖ ≤ ε.

(ii) ‖z2n+1 − x2n+1‖ > ε, với mọi n ≥ n1.
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Trong trường hợp (i), ta có

‖z2n2+3 − x2n2+3‖ ≤ (1− αn2+1)‖z2n2+2 − x2n2+2‖
+ αn2+1‖f(z2n2+2)− f(x∗)‖

≤ [1− αn2+1(1− c)]‖z2n2+2 − x2n2+2‖
+ αn2+1c‖x2n2+2 − x∗‖

≤ [1− αn2+1(1− c)]‖z2n2+1 − x2n2+1‖
+ αn2+1c‖x2n2+1 − x∗‖

≤ ε.

Bằng qui nạp, ta có thể chỉ ra rằng ‖z2n+1 − x2n+1‖ ≤ ε, với mọi n ≥ n2, điều
này mâu thuẫn với ε < lim supn→∞ ‖z2n+1 − x2n+1‖.

Trong trường hợp (ii), với n ≥ n1, ta có

‖z2n+3 − x2n+3‖ ≤ (1− αn+1)‖z2n+2 − x2n+2‖
+ αn+1‖f(z2n+2)− f(x∗)‖

≤ [1− αn+1(1− c)]‖z2n+2 − x2n+2‖
+ αn2+1c‖x2n+2 − x∗‖

≤ [1− αn+1(1− c)]‖z2n+1 − x2n+1‖
+ αn+1c‖x2n+1 − x∗‖.

Do đó, từ Bổ đề 1.16, ta nhận được limn→∞ ‖z2n+1 − x2n+1‖ = 0, mâu thuẫn
với trường hợp (ii). Suy ra limn→∞ ‖z2n+1 − x2n+1‖ = 0. Tương tự, ta cũng có
limn→∞ ‖z2n − x2n‖ = 0. Vậy limn→∞ ‖zn − xn‖ = 0. Do đó, ta nhận được

lim
n→∞

‖zn − x∗‖ ≤ lim
n→∞

‖zn − xn‖+ lim
n→∞

‖xn − x∗‖ = 0.

Định lý được chứng minh.

Chú ý 2.5. Nếu B = 0, thì từ (2.65), ta nhận được z2n = z2n−1, do đó từ Bổ
đề 2.1, trong Định lý 2.9 ta có thể bỏ điều kiện E là không gian Banach lồi đều.
Do đó, ta có Hệ quả sau (xem [58, Định lý 3.5]).

Hệ quả 2.6. [58] Cho E là không gian Banach phản xạ với tính liên tục yếu theo
dãy của ánh xạ đối ngẫu chuẩn tắc j hoặc có chuẩn khả vi Gâteaux đều sao cho
mọi tập con lồi, compact yếu của E có tính chất điểm bất động đối với ánh xạ
không giãn. Cho C là một tập con lồi, đóng và khác rỗng E và cho f : C → C

là một ánh cạ co từ C vào chính nó. Cho A : D(A) ⊂ C → 2E là một toán tử
j-đơn điệu thỏa mãn

S := A−10 6= ∅,
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và D(A) ⊂ C ⊂ ∩r>0R(I + rA). Cho {αn} và {βn} là các dãy số thực dương
thỏa mãn các điều kiện:

(i) limn→∞ αn = 0,
∑∞

n=0 αn = ∞;

(ii)
∑∞

n=0 |αn+1 − αn| <∞ hoặc

(ii*) limn→0 αn+1/αn = 1;

(iii) βn ≥ r > 0, với mọi n và
∑∞

n=0 |βn+1 − βn| <∞.

Khi đó, dãy {zn} xác định bởi

zn+1 = JA
βn
(αnf(zn) + (1− αn)zn), z0 ∈ C, n = 0, 1, 2, ...,

hội tụ mạnh tới phần tử x∗ ∈ S thỏa mãn QSf(x
∗) = x∗.

Chứng minh. Áp dụng Định lý 2.11 với Bx = 0 với mọi x ∈ E, ta nhận được
điều phải chứng minh.

Chú ý 2.6. Hệ quả trên tổng quát hơn kết quả của Sahu và Yao trong tài liệu
[58, Định lý 3.5].

2.3.2. Tính ổn định của phương pháp

Ta đã biết rằng nếu toán tử A là m-j-đơn điệu, thì A thỏa mãn điều kiện
miền. Do đó, ta có kết quả sau:

Định lý 2.12. Cho E là một không gian Banach lồi đều với tính liên tục yếu
theo dãy của ánh xạ đối ngẫu chuẩn tắc j hoặc có chuẩn khả vi Gâteaux đều và
cho f : E → E là ánh xạ co. Cho A : E → 2E và B : E → 2E là các toán tử
m-j-đơn điệu thỏa mãn

S := A−10 ∩B−10 6= ∅.
Cho {αn}, {βn} và {γn} là các dãy số thực dương thỏa mãn các điều kiện:

(i) limn→∞ αn = 0,
∑∞

n=0 αn = ∞;

(ii)
∑∞

n=0 |αn+1 − αn| <∞ hoặc

(ii*) limn→0 αn+1/αn = 1;

(iii) βn ≥ r > 0, γn ≥ r > 0, với mọi n và
∑∞

n=0 |βn+1−βn| <∞,
∑∞

n=0 |γn+1−
γn| <∞.
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Khi đó, dãy {un} xác định bởi u0 ∈ E và

u2n+1 = JA
βn
(αnf(u2n) + (1− αn)u2n + en), n = 0, 1, ...,

u2n = JB
γn(u2n−1 + e′n), n = 1, 2, ...,

hội tụ mạnh về phần tử x∗ ∈ S thỏa mãn QSf(x
∗) = x∗, với {en} và {e′n} là các

dãy sai số thỏa mãn các điều kiện:

(iv)
∑∞

n=0 ‖en‖ <∞,
∑∞

n=0 ‖e′n‖ <∞ hoặc

(iv*) limn→∞ ‖en‖/αn = 0, limn→∞ ‖e′n‖/αn = 0.

Chứng minh. Ta có

‖u2n+1 − z2n+1‖ ≤ αn‖f(u2n)− f(z2n)‖+ (1− αn)‖u2n − z2n‖+ ‖en‖+ ‖e′n‖
≤ [1− αn(1− c)]‖u2n − z2n‖+ ‖en‖+ ‖e′n‖
≤ [1− αn(1− c)]‖u2n−1 − z2n−1‖+ ‖en‖+ ‖e′n‖.

Từ Bổ đề 1.16, suy ra ‖u2n+1−z2n+1‖ → 0. Tương tự, ta cũng có ‖u2n−z2n‖ → 0.
Do vậy ‖un − zn‖ → 0 khi n→ ∞. Từ đó, ta thu được

lim
n→∞

‖un − x∗‖ ≤ lim
n→∞

‖un − zn‖+ lim
n→∞

‖zn − x∗‖ = 0.

Định lý được chứng minh.

Từ Định lý trên, ta nhận được các hệ quả dưới đây (xem [58, Định lý 3.7]).

Hệ quả 2.7. [58] Cho E là không gian Banach phản xạ với tính liên tục yếu
theo dãy của ánh xạ đối ngẫu chuẩn tắc j hoặc có chuẩn khả vi Gâteaux đều sao
cho mọi tập con lồi, compact yếu của E có tính chất điểm bất động đối với ánh
xạ không giãn và cho f : E → E là một ánh xạ co. Cho A : E → 2E là một
toán tử m-j-đơn điệu sao cho

S := A−10 6= ∅.

Cho {αn} và {βn} là các dãy số thực dương thỏa mãn các điều kiện:

(i) limn→∞ αn = 0,
∑∞

n=0 αn = ∞;

(ii)
∑∞

n=0 |αn+1 − αn| <∞ hoặc

(ii*) limn→0 αn+1/αn = 1;

(iii) βn ≥ r > 0, với mọi n và
∑∞

n=0 |βn+1 − βn| <∞.
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Khi đó, dãy {un} xác định bởi u0 ∈ E và

un+1 = JA
βn
(αnf(un) + (1− αn)un + en), n = 0, 1, ..., (2.84)

hội tụ mạnh về phần tử x∗ ∈ S thỏa mãn QSf(x
∗) = x∗, trong đó {en} là dãy

sai số trong E thỏa mãn các điều kiện:

(iv)
∑∞

n=0 ‖en‖ <∞ hoặc

(iv*) limn→∞ ‖en‖/αn = 0.

Chứng minh. Áp dụng Định lý 2.12 với Bx = 0 với mọi x ∈ E, ta nhận được
điều phải chứng minh.

Hệ quả 2.8. Cho H là một không gian Hilbert. Cho A : H → 2H và B : H →
2H là các toán tử đơn điệu cực đại sao cho

S := A−10 ∩B−10 6= ∅.

Cho f : H → H là một ánh xạ co. Cho {αn}, {βn} và {γn} là các dãy số thực
dương thỏa mãn các điều kiện:

(i) limn→∞ αn = 0,
∑∞

n=0 αn = ∞;

(ii)
∑∞

n=0 |αn+1 − αn| <∞ hoặc

(ii*) limn→0 αn+1/αn = 1;

(iii) βn ≥ r > 0, γn ≥ r > 0, với mọi n, và
∑∞

n=0 |βn+1−βn| <∞,
∑∞

n=0 |γn+1−
γn| <∞.

Khi đó, dãy {un} xác định bởi u0 ∈ H và

u2n+1 = JA
βn
(αnf(u2n) + (1− αn)u2n + en), n = 0, 1, ...,

u2n = JB
γn(u2n−1 + e′n), n = 1, 2, ...,

hội tụ mạnh về phần tử x∗ ∈ S thỏa mãn PSf(x
∗) = x∗, trong đó PS : H → S

là phép chiếu mêtric từ H lên S, {en} và {e′n} là các dãy sai số trong H thỏa
mãn các điều kiện:

(iv)
∑∞

n=0 ‖en‖ <∞,
∑∞

n=0 ‖e′n‖ <∞ hoặc

(iv*) limn→∞ ‖en‖/αn = 0, limn→∞ ‖e′n‖/αn = 0.
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2.3.3. Ví dụ số minh họa

Ví dụ 2.3. Xét bài toán tìm phần tử

x∗ ∈ S := (∂f1)
−10 ∩ (∂f2)

−10 6= ∅,

tức là
x∗ ∈ S = argminx∈R3f1(x) ∩ argminx∈R3f2(x),

trong đó f1 và f2 được xác định bởi

fi(x) = 〈Aix, x〉+ 〈Bi, x〉+ Ci, i = 1, 2

với

A1 =





1 1 −1

1 1 −1

−1 −1 1



 , A2 =





1 1 0

1 1 0

0 0 0



 ,

B1 =
(

−4 −4 4
)

, B2 =
(

−4 −4 0
)

, C1, C2 là các hằng số bất kỳ.

Dễ thấy rằng f1 và f2 là các hàm lồi chính thường và liên tục trên R
3 và

S = {(x1, x2, x3) ∈ R
3 : x1 + x2 = 2, x3 = 0}.

Áp dụng Định lý 2.11 với f(x) = u với mọi x ∈ R
3, u =

(

1 2 −1
)

và αn =

1/(n+ 1), βn = γn = 1 với mọi n ≥ 0, ta nhận được bảng kết quả sau:

n xn1 xn2 xn3 n xn1 xn2 xn3

100 0.498749 1.498750 -0.017499 600 0.499791 1.499791 -0.002916
200 0.499374 1.499375 -0.008749 700 0.499821 1.499821 -0.002499
300 0.499583 1.499583 -0.005833 800 0.499843 1.499843 -0.002187
400 0.499687 1.499687 -0.004374 900 0.499861 1.499861 -0.001944
500 0.499749 1.499750 -0.003499 1000 0.499874 1.499875 -0.001749

Table 1. Nghiệm chính xác là PSu =
(

0.5 1.5 0
)

Ví dụ 2.4. Cho f : R2 → R là hàm số được xác định bởi

f(x) = 〈A1x, x〉+ 〈B1, x〉+ C1,

trong đó

A1 =

(

1 −2

−2 4

)

, B1 =
(

4 −8
)

, C1 là hằng số bất kỳ.
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Xét bài toán: Tìm một phần tử

x∗ ∈ S := argminx∈Cf(x),

trong đó
C =

{

(x1, x2) ∈ R
2 : x1 + x2 ≥ 2

}

.

Dễ thấy rằng f là một hàm lồi chính thường và liên tục trên R
2 và

argminx∈Cf(x) =
{

(x1, x2) : x1 − 2x2 + 2 = 0, x1 ≥ 2/3
}

.

Ta biết rằng
x∗ ∈ argminx∈Cf(x)

nếu và chỉ nếu
▽f(x∗) +NC(x

∗) ∋ 0,

tức là, x∗ là nghiệm của bất đẳng thức biến phân

〈y − x,▽f(x)〉 ≥ 0, ∀y ∈ C.

Áp dụng Định lý 2.11 với αn =
1

n+ 1
, βn = 1, với mọi n, f(x) = u =

(

1 4
)

,

x0 =
(

0 0
)

, B = 0 và sử dụng phương pháp chiếu gradient (xem [33, 46, 69])
với µ = 1/80 để giải bất đẳng thức biến phân

xn+1 = V I(C,A+ I − yn), n = 0, 1, ...,

ta nhận được bảng kết quả số sau. Chú ý rằng A = ▽f , A+I−yn là 11-Lipschitz
và η-đơn điệu mạnh trên R

2, với η ≥ 1.

n xn1 xn2 n xn1 xn2

100 1.999000 2.002000 600 1.999833 2.000333
200 1.999500 2.001000 700 1.999857 2.000285
300 1.999666 2.000666 800 1.999875 2.000250
400 1.999750 2.000500 900 1.999888 2.000222
500 1.999800 2.000400 1000 1.999900 2.000200

Table 2. Nghiệm chính xác là PSu =
(

2 2
)
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2.4. Xấp xỉ điểm bất động chung của một họ hữu hạn
dãy ánh xạ gần không giãn

Năm 2017, chúng tôi cũng đã thiết lập được bốn định lí hội tụ mạnh tìm
điểm bất động chung của một họ hữu hạn các ánh xạ gần không giãn trên không
gian Hilbert thực [66]. Các kết quả này có thể ứng dụng cho bài toán tìm không
điểm chung của một họ hữu hạn toán tử đơn điệu trong không gian Hilbert.

Định lý 2.13. Cho C là tập con lồi đóng khác rỗng của không gian Hilbert thực
H với diam(C) < ∞. Cho Ti = {Ti,n}, i = 1, 2, ..., N là dãy các ánh xạ gần

không giãn từ C vào H tương ứng với dãy {ai,n} sao cho S =
N
⋂

i=1

Fix(Ti) 6= ∅.

Cho Ti : C → H, i = 1, 2, ..., N xác định bởi Ti(x) = lim
n→∞

Ti,n(x) với mọi x ∈ C.

Giả sử rằng lim
n→∞

DC(Ti,n, Ti) = 0 và
N
⋂

i=1

Fix(Ti) =
N
⋂

i=1

Fix(Ti). Với điểm ban đầu

tùy ý x0 ∈ C, xét dãy {xn} trong C xác định bởi:











































yin = αkxn + (1− αn)Ti,n(xn), i = 1, 2, ..., N,

Ci
n = {z ∈ C : ‖yin − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 + (2diam(C) + ai,n)ai,n},

Cn =
N
⋂

i=1

Ci
n,

Qn = {z ∈ C : 〈xn − z, x0 − xn〉 ≥ 0},
xn+1 = PCn∩Qn

(x0), n ≥ 0,

(2.85)

hoặc


















































yin = αnxn + (1− αn)Ti,n(xn), i = 1, 2, ..., N,

Chọn in ∈ argmax
i=1,2,...,N

{‖yin − xn‖},

yn = yinn ,

Cn = {z ∈ C : ‖yn − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 + (2diam(C) + ain,n)ain,n},
Qn = {z ∈ C : 〈xn − z, x0 − xn〉 ≥ 0},
xn+1 = PCn∩Qn

(x0), n ≥ 0,

(2.86)

trong đó 0 ≤ αn ≤ α < 1. Khi đó, dãy {xn} hội tụ mạnh tới PS(x0).
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Định lý 2.14. Cho C, Ti = {Ti,n}, Ti với i = 1, 2, ..., N được giả thiết tương tự
như trong Định lí 2.13. Với điểm ban đầu tùy ý x0 ∈ C, xét dãy {xn} trong C
xác định bởi:










































C0 = C,

yin = αnxn + (1− αn)Ti,n(xn), i = 1, 2, ..., N,

Ci
n = {z ∈ Cn : ‖yin − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 + (2diam(C) + ai,n)ai,n},

Cn+1 =
N
⋂

i=1

Ci
n,

xn+1 = PCn+1
(x0), n ≥ 0,

(2.87)

hoặc


















































C0 = C,

yin = αnxn + (1− αn)Ti,nxn, i = 1, 2, ..., N,

Chọn in ∈ argmax
i=1,2,...,N

{‖yin − xn‖},

yn = yinn ,

Cn+1 = {z ∈ Cn : ‖yn − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 + (2diam(C) + ain,n)ain,n},
xn+1 = PCn+1

(x0), n ≥ 0,

(2.88)
trong đó 0 ≤ αn ≤ α < 1. Khi đó, dãy {xn} hội tụ mạnh tới PS(x0).

Cho C là tập con lồi đóng khác rỗng của không gian Hilbert thực H và

Ai : D(Ai) ⊂ C → 2H là các toán tử đơn điệu với S =
N
⋂

i=1

A−1
i (0) 6= ∅ và

D(Ai) ⊂ C ⊂
⋂

r>0

R(I + rAi) với mọi i = 1, 2, ..., N . Bây giờ, áp dụng các kết

quả mới của chúng tôi cho bài toán xác định không điểm chung của họ hữu hạn
các toán tử Ai mà không cần giả thiết diam(C) <∞. Định lí sau là hệ quả trực
tiếp của các Định lí 2.13 và Định lí 2.14

Định lý 2.15. Cho {ri,n}, i = 1, 2, ..., N là dãy các số thực dương sao cho

min
i=1,2,...,N

{inf
n
{ri,n}} = r > 0.

Với điểm ban đầu tùy ý x0 ∈ C, xét dãy {xn} trong C xác định bởi (2.85)-(2.86)
hoặc (2.87)-(2.88), với 0 ≤ αn ≤ α < 1 và Ti,n = JAi

ri,n. Khi đó, dãy {xn} hội tụ

mạnh tới PS(x0).
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Chương 3

Xấp xỉ nghiệm của bài toán không điểm chung
tách trong không gian Banach

Trong chương này, đề tài tập trung trình bày các kết quả về phương pháp lặp
song song cho bài toán không điểm chung tách trong không gian Banach [64].

Trong [59], W. Takahashi đã chứng minh định lý sau:

Định lý 3.1. [59] Cho E và F là các không gian Banach lồi đều và trơn, và
cho JE và JF là các ánh xạ đối ngẫu trên E và F , tương ứng. Cho A và B

là các toán tử đơn điệu cực đại từ E vào 2E
∗

và F vào 2F
∗

, tương ứng. Cho
Qµ là toán tử giải mêtric của B với µ > 0. Cho T : E −→ F là một toán tử
tuyến tính bị chặn sao cho T 6= 0 và cho T ∗ là toán tử liên hợp của T . Giả sử
S = A−10 ∩ T−1(B−10) 6= ∅. Cho x1 ∈ E và {xn} là dãy được xác định bởi

zn = xn − µnJ
−1
E T ∗JF (Txn −Qµn

Txn)),

Cn = {z ∈ A−10 : 〈zn − z, JE(xn − zn)〉 ≥ 0},
Qn = {z ∈ A−10 : 〈xn − z, JE(x1 − xn)〉 ≥ 0},
xn+1 = PCn∩Qn

x1, n ≥ 1,

(3.1)

trong đó {µn} ⊂ (0,∞) và a, b ∈ R thỏa mãn các bất đẳng thức sau:

0 < a ≤ µn ≤ b <
1

‖T‖2 , ∀n ∈ N.

Khi đó, dãy {xn} hội tụ mạnh về một phần tử z0 ∈ S, ở đây z0 = PSx1.
Ta có thể thấy rằng, trong phương pháp lặp (3.1), rất khó để xác định các

tập Cn và Qn, vì ta không biết tập không điểm A−10 của A. Do đó, rất khó để
xác định phần tử xn+1 = PCn∩Dn

x1.
Như vậy, có ba câu hỏi mở được đặt ra như sau:

1) Có thể thay các tập Cn và Qn bằng các nửa không gian đóng của E hay
không?
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2) Có thể bỏ các điều kiện µn ≤ b <
1

‖T‖2 với mọi n ∈ N hay không?

3) Có thể mở rộng Định lý 3.1 cho trường hợp S = ∩N
i=1A

−1
i 0∩T−1(∩M

j=1B
−1
j 0) 6=

∅, trong đó Ai và Bj là các toán tử đơn điệu cực đại trên các không gian
Banach E1 và E2, tương ứng?

Ta cần nhắc lại một số khái niệm và tính chất liên quan để phục vụ việc
chứng minh các kết quả như sau:

Cho E là một không gian Banach trơn. Ta định nghĩa hàm φ : E×E −→ R

bởi
φ(x, y) = ‖x‖2 − 2〈x, JEy〉+ ‖y‖2,

với mọi x, y ∈ E. Từ định nghĩa của φ, dễ ràng thấy rằng φ có các tính chất
sau:

i) (‖x‖ − ‖y‖)2 ≤ φ(x, y) ≤ (‖x‖+ ‖y‖)2 với mọi x, y ∈ E;

ii) φ(x, y) = φ(x, z) + φ(z, y) + 2〈x− z, JEz − JEy〉 với mọi x, y, z ∈ E;

iii) Nếu E là không gian lồi chặt, thì φ(x, y) = 0 khi và chỉ khi x = y.

Ta biết rằng, nếu E là một không gian Banach phản xạ, lồi chặt và C là một
tập con lồi, đóng, khác rỗng của E, thì với mỗi x ∈ E, tồn tại duy nhất z ∈ C

sao cho
‖x− z‖ = inf

y∈C
‖x− y‖.

Ánh xạ PC : E −→ C xác định bởi PCx = z được gọi là phép chiếu mêtric từ
E lên C.

Cho A : E −→ 2E
∗

là một toán tử. Toán tử A được gọi là đơn điệu nếu
〈x− y, u− v〉 ≥ 0 với mọi x, y ∈ D(A) và mọi u ∈ Ax, v ∈ Ay. Một toán tử đơn
điệu A trên E được gọi là đơn điệu cực đại nếu đồ thị của nó không là tập con
thực sự của bất kỳ toán tử đơn điệu nào khác trên E. Ta biết rằng nếu A là một
toán tử đơn điệu cực đại trên E và nếu E là một không gian Banach lồi đều và
trơn, thì R(JE + rA) = E∗ với mọi r > 0, trong đó R(JE + rA) là miền ảnh của
JE + rA (xem [15, 56]). Với mỗi x ∈ E và r > 0, tồn tại duy nhất xr ∈ E sao
cho

0 ∈ JE(xr − x) + rAxr.

Ta xác định ánh xạ Jr bởi xr = Jrx và Jr được gọi là toán tử giải mêtric của A.
Ta cần các bổ đề dưới đây:
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Bổ đề 3.1. [61] Cho E là một không gian Banach trơn và cho J là ánh xạ đối
ngẫu chuẩn tắc trên E. Khi đó, 〈x− y, JEx− JEy〉 ≥ 0 với mọi x, y ∈ E. Hơn
nữa, nếu E là lồi chặt và 〈x− y, JEx− JEy〉 = 0, thì x = y.

Bổ đề 3.2. [38] Cho E là một không gian Banach lồi đều và trơn và cho {yn},
{zn} là hai dãy trong E. Nếu φ(yn, zn) → 0 và {yn} hoặc {zn} bị chặn, thì
yn − zn → 0.

Bổ đề 3.3. [30] Cho E là một không gian Banach phản xạ, trơn và lồi chặt.
Cho C là một tập con lồi, đóng và khác rỗng của E, x1 ∈ E và z ∈ C. Khi đó,
các điều kiện sau là tương đương:

i) z = PCx1;

ii) 〈z − y, JE(x1 − z)〉 ≥ 0, ∀y ∈ C.

3.1. Sự hội tụ của phương pháp lặp song song

Cho E và F là các không gian Banach lồi đều và trơn và cho JE, JF là các
ánh xạ đối ngẫu chuẩn tắc trên E và F , tương ứng. Cho Ai, i = 1, 2, ..., N và
Bj, j = 1, 2, ...,M là các toán tử đơn điệu cực đại từ E vào 2E

∗

và F vào 2F
∗

,
tương ứng. Cho J i

λ và Qj
µ là các toán tử giải mêtric của Ai với λ > 0 và Bj với

µ > 0, tương ứng. Cho T : E −→ F là một toán tử tuyến tính bị chặn sao cho
T 6= 0 và T ∗ là toán tử liên hợp của T . Giả sử S = ∩N

i=1A
−1
i 0∩T−1(∩M

j=1B
−1
j 0) 6=

∅.
Xét bài toán sau:

Tìm một phần tử x∗ ∈ S. (3.2)

Để giải Bài toán (3.2), ta xây dựng phương pháp lặp sau:
Cho x1 ∈ E và {xn} là dãy được xác định bởi

zj,n = xn − rnJ
−1
E T ∗(JF (Txn −Qj

µn
Txn)), j = 1, 2, ...,M,

Chọn jn sao cho ‖zjn,n − xn‖ = max
j=1,...,M

‖zj,n − xn‖, đặt zn = zjn,n,

yi,n = J i
λn
zn, i = 1, 2, ..., N,

Chọn in sao cho ‖yin,n − zn‖ = max
i=1,...,N

‖yi,n − zn‖, đặt yn = yin,n,

Cn = {z ∈ E : 〈xn − z, JE(xn − zn)〉 ≥ rn‖Txn −Qjn
µn
Txn‖2},

Dn = {z ∈ E : 〈yn − z, JE(zn − yn)〉 ≥ 0},
Qn = {z ∈ E : 〈xn − z, JE(x1 − xn)〉 ≥ 0},
xn+1 = PCn∩Dn∩Qn

x1, n ≥ 1,

(3.3)
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trong đó {λn}, {µn} ⊂ (0,∞) và a, b ∈ R thỏa mãn các bất đẳng thức sau:

0 < a ≤ rn, and 0 < b ≤ λn, µn, ∀n ∈ N.

Trước hết, ta có các bổ đề sau:

Bổ đề 3.4. Cho E là một không gian Banach lồi đều và trơn và cho JE là ánh
xạ đối ngẫu chuẩn tắc trên E. Cho A là một toán tử đơn điệu cực đại từ E vào
2E

∗

sao cho A−10 6= ∅ và cho Jr là giải mêtric của A với r > 0. Cho {xn} là
dãy bị chặn trong E và cho {rn} là dãy các số thực dương. Khi đó, {Jrnxn} là
bị chặn.

Chứng minh. Lấy z ∈ A−10 và từ định nghĩa của Jrnxn, ta có

JE(xn − Jrnxn)

rn
∈ AJrnxn.

Từ tính đơn điệu của A, ta nhận được

〈Jrnxn − z, JE(xn − Jrnxn)〉 ≥ 0, (3.4)

với mọi n ≥ 1.
Đặt K = max{‖z‖, supn{‖xn‖}} <∞. Từ (3.4), ta có

‖Jrnxn − xn‖2 ≤ 〈xn − z, JE(xn − Jrnxn)〉
≤ ‖xn − z‖.‖Jrnxn − xn‖.

Do đó, ta thu được
‖Jrnxn − xn‖ ≤ 2K,

suy ra
‖Jrnxn‖ ≤ 3K,

với mọi n ≥ 0. Vậy {Jrnxn} bị chặn.

Bổ đề 3.5. Cho E là một không gian Banach lồi đều và trơn và cho JE là ánh
xạ đối ngẫu chuẩn tắc trên E. Cho A là một toán tử đơn điệu cực đại từ E vào
2E

∗

sao cho A−10 6= ∅ và cho Jr là giải mêtric của A với r > 0. Cho {xn} và
{yn} là hai dãy bị chặn trong E sao cho ‖xn − yn‖ → 0 và cho {rn} là dãy các
số thực dương. Khi đó, ‖Jrnxn − Jrnyn‖ → 0.

Chứng minh. Từ định nghĩa của Jrnxn và Jrnyn, ta có

1

rn
JE(xn − Jrnxn) ∈ AJrnxn,
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1

rn
JE(yn − Jrnyn) ∈ AJrnyn.

Từ tính đơn điệu của A, ta có

〈Jrn − Jrnyn, JE(xn − Jrnxn)− JE(yn − Jrnyn)〉 ≥ 0.

Từ tính chất của φ và bất đẳng thức trên, ta nhận được

2〈xn − yn, JE(xn − Jrnxn)− JE(yn − Jrnyn)〉
≥ 2〈(xn − Jrnxn)− (yn − Jrnyn), JE(xn − Jrnxn)− JE(yn − Jrnyn)〉
= φ(xn − Jrnxn, yn − Jrnyn) + φ(yn − Jrnyn, xn − Jrnxn).

(3.5)

Từ Bổ đề 3.4, ta có {JE(xn − Jrnxn) − JE(yn − Jrnyn)} bị chặn. Do đó, từ
‖xn − yn‖ → 0 và (3.5), ta nhận được

φ(xn − Jrnxn, yn − Jrnyn) → 0.

Từ Bổ đề 3.2, ta có ‖(xn − yn)− (Jrnxn − Jrnyn)‖ → 0. Vì ‖xn − yn‖ → 0, nên
‖Jrnxn − Jrnyn‖ → 0.

Tiếp theo, ta có các kết quả dưới đây.

Mệnh đề 3.1. Trong (3.3), với mọi n ≥ 1, ta đều có S ⊂ Cn ∩Dn ∩Qn.

Chứng minh. Trước hết, ta chỉ ra S ⊂ Cn với mọi n ≥ 1. Thật vậy, lấy z ∈ S,
từ (3.3), ta có

jE(xn − zn) = rnT
∗(JF (Txn −Qjn

µn
Txn)).

Do đó,

〈xn − z, JE(xn − zn)〉 = rn〈Txn − Tz, JF (Txn −Qjn
µn
Txn)〉

= rn‖Txn −Qjn
µn
Txn‖2

+ rn〈Qjn
µn
Txn − Tz, JF (Txn −Qjn

µn
Txn)〉.

(3.6)

Từ định nghĩa của Qjn
µn
Txn suy ra

1

µn
JF (Txn −Qjn

µn
Txn) ∈ BjnQ

jn
µn
Txn. (3.7)

Từ tính đơn điệu của Bjn và 0 ∈ BjnTz, ta nhận được

〈Qjn
µn
Txn − Tz, JF (Txn −Qjn

µn
Txn)〉 ≥ 0. (3.8)
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Do đó, từ (3.6) và (3.8), ta thu được

〈xn − z, JE(xn − zn)〉 ≥ rn‖Txn −Qjn
µn
Txn‖2,

tức là S ⊂ Cn.
Bây giờ, ta chỉ ra S ⊂ Dn với mọi n ≥ 1. Thật vậy, từ định nghĩa của J in

λn
zn,

ta có
1

λn
JE(zn − yn) ∈ Ainyn. (3.9)

Từ tính đơn điệu của Ain, (3.9) và 0 ∈ Ainz, ta có

〈yn − z, JE(zn − yn)〉 ≥ 0,

tức là S ⊂ Dn.
Cuối cùng, ta chỉ ra S ⊂ Qn bằng quy nạp. Thật vậy, Q1 = E, nên S ⊂ Q1.

Giả sử S ⊂ Qk với k ≥ 1. Khi đó S ⊂ Ck ∩Dk ∩Qk. Từ xk+1 = PCk∩Dk∩Qk
, ta

có xk+1 ∈ Qk và từ Bổ đề 3.3 suy ra

〈xk+1 − z, JE(x1 − xk+1)〉 ≥ 0,

với mọi z ∈ Ck ∩Dk ∩Qk. Vì S ⊂ Ck ∩Dk ∩Qk, nên ta được

〈xk+1 − z, JE(x1 − xk+1)〉 ≥ 0, (3.10)

với mọi z ∈ S. Từ định nghĩa của Qk+1, ta có z ∈ Qk+1, tức là S ⊂ Qk+1. Vậy
S ⊂ Qn với mọi n ≥ 1.

Mệnh đề 3.2. Trong (3.3), ta có ‖xn+1 − xn‖ → 0 khi n→ ∞.

Chứng minh. Từ Mệnh đề 3.1 suy ra dãy {xn} trong (3.3) là hoàn toàn xác
định. Vì S là tập con lồi, đóng và khác rỗng của E, nên tồn tại z0 ∈ S soa cho
z0 = PSx1.

Từ xn+1 = PCn∩Dn∩Qn
x1, ta có

‖xn+1 − x1‖ ≤ ‖x1 − y‖, (3.11)

với mọi y ∈ Cn ∩Dn ∩Qn. Vì z0 ∈ S ⊂ Cn ∩Dn ∩Qn, nên

‖xn+1 − x1‖ ≤ ‖x1 − z0‖, (3.12)

điều này suy ra dãy {xn} bị chặn.
Từ xn+1 ∈ Qn, ta có

〈xn − xn+1, JE(x1 − xn)〉 ≥ 0.
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Suy ra
‖xn+1 − x1‖ ≥ ‖xn − x1‖,

kết hợp với tính bị chặn của {xn}, suy ra tồn tại giới hạn hữu hạn limn→∞ ‖xn−
x1‖ = l.

Rõ ràng xn và xn+1 thuộc Qn. Do đó, từ tính lồi của Qn, suy ra
xn + xn+1

2
∈

Qn. Vì xn = PQn
x1, nên

‖xn − x1‖ ≤ ‖x1 −
xn + xn+1

2
‖ ≤ 1

2
(‖xn − x1‖+ ‖xn+1 − x1‖)

và do đó
lim
n→∞

‖x1 −
xn + xn+1

2
‖ = l.

Vì E là không gian lồi đều, nên ta nhận được ‖xn+1 − xn‖ → 0 khi n→ ∞.

Mệnh đề 3.3. Trong (3.3), ta có limn→∞ ‖JF (Txn − Qj
µn
Txn)‖ = 0 với mọi

j = 1, 2, ...,M .

Chứng minh. Từ (3.3), ta có

JE(xn − zn) = rnT
∗(JF (Txn −Qjn

µn
Txn)). (3.13)

Vì {xn} bị chặn và T là tuyến tính bị chặn, nên {Txn} cũng bị chặn. Do đó, từ
Bổ đề 3.4, ta nhận được {Txn−Qjn

µn
Txn)} bị chặn và do đó {JE(xn− zn)} cũng

bị chặn.
Vì xn+1 ∈ Cn, nên

〈xn − xn+1, JE(xn − zn)〉 ≥ rn‖Txn −Qjn
µn
Txn‖2.

Từ tính bị chặn của {JE(xn − zn)}, ‖xn+1 − xn‖ → 0 và rn ≥ a > 0, suy ra

‖Txn −Qjn
µn
Txn‖ → 0.

Do đó, từ (3.13), ta nhận được ‖JE(xn − zn)‖ → 0 và vì vậy

‖xn − zn‖ → 0. (3.14)

Từ định nghĩa của zn, ta thu được

lim
n→∞

‖xn − zj,n‖ = 0, (3.15)

với mọi j = 1, 2, ...,M.
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Do vậy, từ các bất đẳng thức

JE(xn − zj,n) = rnT
∗(JF (Txn −Qj

µn
Txn)), j = 1, 2, ...,M

và rn ≥ a > 0, ta có

lim
n→∞

‖JF (Txn −Qj
µn
Txn)‖ = 0

với mọi j = 1, 2, ...,M.

Mệnh đề 3.4. Trong (3.3), ta có limn→∞ ‖JE(zj,n − J i
λn
zj,n)‖ = 0 với mọi

i = 1, 2, ..., N và j = 1, 2, ...,M .

Chứng minh. Từ định nghĩa của Dn, ta có yn = PDn
zn và do đó ta nhận được

‖yn − zn‖ ≤ ‖y − zn‖
với mọi y ∈ Dn. Từ bất đẳng thức trên và xn+1 ∈ Dn, ta có

‖yn − zn‖ ≤ ‖xn+1 − zn‖.
Do đó, từ Mệnh đề 3.2 và ‖xn − zn‖ → 0, ta thu được

‖yn − zn‖ → 0.

Từ định nghĩa của yn, ta có

‖zn − yi,n‖ → 0

với mọi i = 1, 2, ..., N , tức là

‖zn − J i
λn
zn‖ → 0, (3.16)

với mọi i = 1, 2, ..., N .
Từ (3.14) và (3.15), ta có

‖zn − zj,n‖ → 0 (3.17)

với mọi j = 1, 2, ...,M . Từ Bổ đề 3.5, ta được

‖J i
λn
zn − J i

λn
zj,n‖ → 0, (3.18)

với mọi i = 1, 2, ..., N và j = 1, 2, ...,M .
Do đó, từ (3.16)-(3.18), ta thu được

‖zj,n − J i
λn
zj,n‖ → 0, (3.19)

và vì vậy
lim
n→∞

‖JE(zj,n − J i
λn
zj,n)‖ = 0,

với mọi i = 1, 2, ..., N và j = 1, 2, ...,M .
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Sự hội tụ mạnh của phương pháp lặp (3.3) được cho bởi định lý sau:

Định lý 3.2. Dãy {xn} xác định bởi (3.3) hội tụ mạnh về một phần tử z0 ∈ S,
trong đó z0 = PSx1.

Chứng minh. Vì {xn} bị chặn, nên tồn tại một dãy con {xnk
} của {xn} hội tụ

yếu về w ∈ E. Ta sẽ chỉ ra w ∈ S.
Từ (3.15), ta có zj,nk

⇀ w khi k → ∞, với mọi j = 1, 2, ...,M . Từ (3.19) suy
ra J i

λn
zj,nk

⇀ w khi k → ∞, với mọi j = 1, 2, ...,M và i = 1, 2, ..., N . Từ định
nghĩa của J i

λnk
, ta có

JE(zj,nk
− J i

λnk
zj,nk

)

λnk

∈ AiJ
i
λnk
zj,nk

.

Từ tính đơn điệu của Ai, ta có

〈

s− J i
λnk
zj,nk

, t∗ −
JE(zj,nk

− J i
λnk
zj,nk

)

λnk

〉

≥ 0,

với mọi (s, t∗) ∈ Ai. Vì limk→∞ ‖JE(zj,nk
− J i

λnk
zj,nk

)‖ = 0 và 0 < b ≤ λnk
, nên

ta nhận được 〈s−w, t∗ − 0〉 ≥ 0, với mọi (s, t∗) ∈ Ai. Vì Ai là đơn điệu cực đại,
nên w ∈ A−1

i 0 với mọi i = 1, 2, ..., N .
Vì T là toán tử tuyến tính bị chặn, nên Txnk

⇀ Tw khi k → ∞. Từ Mệnh
đề 3.3, ta có Qj

µnk
Txnk

⇀ Tw khi k → ∞. Từ định nghĩa của Qj
µnk

, ta nhận
được

JF (Txnk
−Qj

µnk
Txnk

)

µnk

∈ BjQ
j
µnk

Txnk
.

Từ tính đơn điệu của Bj suy ra

〈

u− Txnk
, v∗ −

JF (Txnk
−Qj

µnk
Txnk

)

µnk

〉

≥ 0,

với mọi (u, v∗) ∈ Bj. Vì ‖JF (Txnk
− Qj

µnk
Txnk

)‖ → 0 và 0 < b ≤ µnk
, nên

〈u − Tw, v∗ − 0〉 ≥ 0 với mọi (u, v∗) ∈ Bj. Do Bj là đơn điệu cực đại, nên
Tw ∈ B−1

j 0 với mọi j = 1, 2, ...,M , tức là w ∈ T−1(∩M
j=1B

−1
j 0). Suy ra, w ∈ S.

Tiếp theo, từ z0 = PSx1, w ∈ S và (3.12), ta có

‖x1 − z0‖ ≤ ‖x1 − w‖ ≤ lim inf
k→∞

‖x1 − xnk
‖

≤ lim sup
k→∞

‖x1 − xnk
‖
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≤ ‖x1 − z0‖.
Từ đó, ta nhận được

lim
k→∞

‖x1 − xnk
‖ = ‖x1 − w‖ = ‖x1 − z0‖.

Từ định nghĩa của z0, ta có z0 = w. Từ tính chất Kadec-Klee của E, ta thu được
limk→∞ xnk

= z0. Bởi tính duy nhất của z0, nên {xn} hội tụ mạnh về z0 = PSx1
khi n→ ∞.

Từ Định lý 3.2, ta có kết quả dưới đây cho bài toán tìm không điểm chung
của một họ hữu hạn toán tử đơn điệu cực đại trong không gian Banach.

Định lý 3.3. Cho E là một không gian Banach lồi đều và trơn và cho JE là
ánh xạ đối ngẫu chuẩn tắc trên E. Cho Ai, i = 1, 2, ..., N là các toán tử đơn
điệu cực đại từ E vào 2E

∗

. Cho J i
λ là giải mêtric của Ai với λ > 0. Giả sử

S = ∩N
i=1A

−1
i 0 6= ∅. Cho x1 ∈ E và {xn} là dãy được xác định bởi

yi,n = J i
λn
xn, i = 1, 2, ..., N,

Chọn in sao cho ‖yin,n − xn‖ = max
i=1,...,N

‖yi,n − xn‖, đặtyn = yin,n,

Dn = {z ∈ E : 〈yn − z, JE(xn − yn)〉 ≥ 0},
Qn = {z ∈ E : 〈xn − z, JE(x1 − xn)〉 ≥ 0},
xn+1 = PDn∩Qn

x1, n ≥ 1,

(3.20)

trong đó {λn} và a ∈ R thỏa mãn các bất đẳng thức

0 < a ≤ λn, ∀n ∈ N.

Khi đó, dãy {xn} hội tụ mạnh về một phần tử z0 ∈ S, với z0 = PSx1.

3.2. Ứng dụng

3.2.1. Bài toán điểm cực tiểu tách

Cho E là một không gian Banach và cho f : E −→ (−∞,∞] là một
hàm lồi, chính thường, nửa liên tục dưới. Dưới vi phân của f là ánh xạ đa trị
∂f : E −→ 2E

∗

được xác định bởi

∂f(x) = {g ∈ E∗ : f(y)− f(x) ≥ 〈y − x, g〉, ∀y ∈ E}
với mọi x ∈ E. Ta biết rằng ∂f là toán tử đơn điệu cực đại (xem [56]) và
x0 ∈ argminE f(x) khi và chỉ khi ∂f(x0) ∋ 0.

Ta có định lý sau:
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Định lý 3.4. Cho fi, i = 1, 2, ..., N và gj, j = 1, 2, ...,M là các hàm lồi, chính
thường, nửa liên tục dưới từ E vào (−∞,∞] và F vào (−∞,∞], tương ứng. Giả
sử S = ∩N

i=1(∂fi)
−10 ∩ T−1(∩M

j=1(∂gj)
−10) 6= ∅. Cho x1 ∈ E và {xn} là dãy xác

định bởi

tj,n = arg min
y∈F

{gj(y) +
1

2µn
‖y − Txn‖2},

zj,n = xn − rnJ
−1
E T ∗(JF (Txn − tj,n)), j = 1, 2, ...,M,

Chọn jn sao cho ‖zjn,n − xn‖ = max
j=1,...,M

‖zj,n − xn‖, đặt zn = zjn,n,

yi,n = arg min
y∈E

{fi(x) +
1

2λn
‖x− zn‖2}, i = 1, 2, ..., N,

Chọn in sao cho ‖yin,n − zn‖ = max
i=1,...,N

‖yi,n − zn‖, đặt yn = yin,n,

Cn = {z ∈ E : 〈xn − z, JE(xn − zn)〉 ≥ rn‖Txn − tjn,n‖2},
Dn = {z ∈ E : 〈yn − z, JE(zn − yn)〉 ≥ 0},
Qn = {z ∈ E : 〈xn − z, JE(x1 − xn)〉 ≥ 0},
xn+1 = PCn∩Dn∩Qn

x1, n ≥ 1,

(3.21)

trong đó {λn}, {µn} ⊂ (0,∞) và a, b ∈ R thỏa mãn các bất đẳng thức sau:

0 < a ≤ rn, and 0 < b ≤ λn, µn, ∀n ∈ N.

Khi đó dãy {xn} hội tụ mạnh về một phần tử z0 ∈ S, với z0 = PSx1.

Chứng minh. Ta có

tj,n = arg min
y∈F

{gj(y) +
1

2µn
‖y − Txn‖2}

khi và chỉ khi
∂gj(tj,n) +

1

µn
JF (tj,n − Txn) ∋ 0.

Suy ra
tj,n = Qj

µn
Txn,

trong đó Qj
µn

là giải mêtric của Bj = ∂gj.
Tương tự, ta có

yi,n = arg min
y∈E

{fi(x) +
1

2λn
‖x− zn‖2},

khi và chỉ khi
yi,n = J i

λn
zn,

trong đó J j
λn

là giải mêtric của Ai = ∂fi. Do đó, áp dụng Định lý 3.2 ta nhận
được điều phải chứng minh.
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3.2.2. Bài toán chấp nhận tách

Từ Định lý 3.4, ta có kết quả sau:

Định lý 3.5. Cho Li, i = 1, 2, ..., N và Kj, j = 1, 2, ...,M là các tập con lồi,
đóng và khác rỗng của E và F , trong ứng. Giả sử S = ∩N

i=1Li∩T−1(∩M
j=1Kj) 6= ∅.

Cho x1 ∈ E và {xn} là dãy được xác định bởi

zj,n = xn − rnJ
−1
E T ∗(JF (Txn − PKj

Txn)), j = 1, 2, ...,M,

Chọn jn sao cho ‖zjn,n − xn‖ = max
j=1,...,M

‖zj,n − xn‖, đặt zn = zjn,n,

yi,n = PLi
zn, i = 1, 2, ..., N,

Chọn in sao cho ‖yin,n − zn‖ = max
i=1,...,N

‖yi,n − zn‖, đặt yn = yin,n,

Cn = {z ∈ E : 〈xn − z, JE(xn − zn)〉 ≥ rn‖Txn − PKjn
Txn‖2},

Dn = {z ∈ E : 〈yn − z, JE(zn − yn)〉 ≥ 0},
Qn = {z ∈ E : 〈xn − z, JE(x1 − xn)〉 ≥ 0},
xn+1 = PCn∩Dn∩Qn

x1, n ≥ 1,

(3.22)

trong đó {rn} ⊂ (0,∞) và a ∈ R thỏa mãn các bất đẳng thức sau

0 < a ≤ rn, ∀n ∈ N.

Khi đó, dãy {xn} hội tụ mạnh về một phần tử z0 ∈ S, với z0 = PSx1.

3.3. Ví dụ số minh họa

Cho H1 = R
3 và H2 = R

2 và cho T : R
3 −→ R

2 là một ánh xạ được xác
định bởi

T (x1, x2, x3) = (4x1, 4x3),

với mọi (x1, x2, x3) ∈ R
3. Dễ thấy T là toán tử tuyến tính bị chặn, ‖T‖ = 4 và

toán tử liên hợp T ∗ : R
2 −→ R

3 của T được xác định bởi

T ∗(x1, x2) = (4x1, 0, 4x4),

với mọi (x1, x2) ∈ R
2.

Cho

Li = {(x1, x2, x3) ∈ R
3 : (x1, x2, x3) ∈ [0, i]× [−i, 2i− 1]× [1− i, 1 + i]},

Kj = {(x1, x2) ∈ R
2 : (x1, x2) ∈ [1− j, j]× [0, 1 + j]},
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với mọi i = 1, 2, ..., 100 và j = 1, 2, ..., 50.
Xét bài toán:

Tìm một phần tử x∗ ∈ S = ∩100
i=1Li ∩ T−1(∩50

j=1Kj). (3.23)

Dễ thấy ∩100
i=1Li = [0, 1]× [−1, 1]× [0, 2] và ∩50

j=1Kj = [0, 1]× [0, 2]. Do đó,

S = [0, 1/4]× [−1, 1]× [0, 1/2].

Ta có, nếu x1 = (1, 2, 3) thì z0 = PSx1 = (1/4, 1, 1/2) và nếu x1 = (−1,−2, 3)

thì z0 = PSx1 = (0,−1, 1/2).
Áp dụng phương pháp lặp (3.3) với rn = 1/16, ta nhận được bảng kết quả sau:

x1 = (1, 2, 3)

TOL n ‖x
n
− x∗‖ x

n

10−2 9 0.005097 (0.251464, 1, 0.504882)
10−3 68 0.000995 (0.250452, 1.000289, 0.500838)
10−4 278 7.26× 10−5 (0.250062, 1.000011, 0.500035)
10−5 1441 9.55× 10−6 (0.250008, 1, 0.500004)

x1 = (−1,−2, 3)

TOL n ‖x
n
− x∗‖ x

n

10−2 9 0.005258 (−0.001953, −1, 0.504882)
10−3 43 0.000485 (−0.000303, −1, 0.500379)
10−4 321 6.74× 10−5 (−6.03× 10−5,−1, 0.500030)
10−5 2772 9.64× 10−6 (−4.30× 10−6,−1.000003, 0.500008)

Bảng 3.1

Chú ý 3.1. Ta ký hiệu TOL là sai số giữa nghiệm xấp xỉ xn và nghiệm chính
xác x∗, tức là TOL= ‖xn − x∗‖.
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Chương 4

Điểm bất động chung của ánh xạ Bregman không
giãn mạnh

Trong chương này, chúng tôi đề cập đến hai phương pháp lặp song song dựa
trên phương pháp lai chiếu và phương pháp chiếu co hẹp cho bài toán tìm điểm
bất động chung của một họ hữ hạn toán tử Bregman không giãn mạnh trong
không gian Banach phản xạ cùng với một số ứng dụng cho các bài toán liên
quan (bài toán chấp nhận lồi, bài toán tìm không điểm chung của các toán tử
đơn điệu cực đại, bài toán cân bằng, bài toán bất đẳng thức biến phân).

4.1. Phương pháp lặp song song

Cho X là một không gian Banach phản xạ và cho Ti : X −→ X, i =

1, 2., ..., N, là N toán tử BSNE với F (Ti) = F̂ (Ti) với mọi i ∈ {1, 2, ..., N} và
F = ∩N

i=1F (Ti) 6= ∅. Cho f : X −→ R là một hàm Legendre bị chặn, khả vi
Fréchet đều và lồi hoàn toàn trên các tập con bị chặn của X.

Từ ý tưởng của P.K. Anh và C.V. Chung trong tài liệu [3], chúng tôi đề
suất hai phương pháp lặp song song mới cho bài toán tìm một điểm bất động
chung của một họ hứu hạn toán tử Bregman không giãn mạnh trong không gian
Banach phản xạ. Ta có định lý sau:

Định lý 4.1. Cho {xn} là dãy được xác định bởi


































yin = Tixn, i = 1, 2, ..., N,

in := argmaxi=1,2,...,N{Df (y
i
n, xn)}, yn = yinn ,

Cn = {z ∈ X : Df (z, yn) ≤ Df (z, xn)},
Qn = {z ∈ X : 〈▽f(x0)−▽f(xn), z − xn〉 ≤ 0},
xn+1 = projfCn∩Qn

(x0),

(4.1)

Khi đó, dãy {xn} hội tụ mạnh về projfF (x0) khi n→ +∞.
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Chứng minh. Bước 1. Cn và Qn là các tập con lồi và đóng của X với mọi n ∈ N.

Thật vậy, ta viết Cn và Qn ở các dạng

Cn = {z ∈ X : 〈▽f(xn)−▽f(yn), z〉 ≤ f(yn)− f(xn)

+ 〈▽f(x0), xn〉 − 〈▽f(yn), yn〉,
Qn = {z ∈ X : 〈▽f(x0)−▽f(xn), z〉 ≤ 〈▽f(x0)−▽f(xn), xn〉}.

Suy ra Cn và Qn là các tập con lồi và đóng của X. Do đó, Cn ∩Qn cũng là tập
con lồi và đóng của X với mọi n ≥ 0.
Bước 2. Dãy {xn} hoàn toàn xác định.

Trước hết, ta chỉ ra rằng F ⊂ Cn ∩ Qn với mọi n. Lấy p ∈ F , với mỗi n, ta
có

Df (p, yn) = Df (p, Tinxn) ≤ Df (p, xn),

điều này suy ra p ∈ Cn. Vậy, F ⊂ Cn với mọi n ≥ 0. Từ định nghĩa của Qn, ta
có F ⊂ Q0. Do đó, F ⊂ C0 ∩ Q0 và suy ra x1 = projfC0∩Q0

(x0) hoàn toàn xác
định. Giả sử rằng F ⊂ Cn−1 ∩ Qn−1 với n ≥ 1. Khi đó xn = projfCn−1∩Qn−1

(x0)

là hoàn toàn xác định, vì Cn−1 ∩Qn−1 là tập con lồi, đóng và khác rỗng của X.
Từ Bổ đề 1.14 ii), ta có

〈▽f(x0)−▽f(xn), y − xn〉 ≤ 0,

với mọi y ∈ Cn−1 ∩ Qn−1. Do đó, từ định nghĩa của Qn, ta nhận được Cn−1 ∩
Qn−1 ⊂ Qn hay ta có F ⊂ Qn. Suy ra F ⊂ Cn ∩ Qn và do đó xn+1 =

projfCn∩Qn
(x0) cũng hoàn toàn xác định.

Bước 3. Dãy {xn} bị chặn.
Từ định nghĩa của Qn và Bổ đề 1.14 ii), ta có xn = projfQn

(x0). Theo Bổ đề
1.14 iii), với mỗi p ∈ F , ta có

Df (xn, x0) = Df (projfQn
(x0), x0)

≤ Df (p, x0)−Df (p, projfQn
(x0))

≤ Df (p, x0), (4.2)

điều này suy ra dãy {Df (xn, x0)} bị chặn. Từ Bổ đề 1.15, ta nhận được dãy
{xn} cũng bị chặn.
Bước 4. limn→+∞ ‖xn − yn‖ = 0.

Vì xn = projfQn
(x0) và xn+1 ∈ Qn, nên từ Bổ đề 1.14 iii) suy ra

Df (xn+1, projfQn
(x0)) +Df (projfQn

(x0), x0) ≤ Df (xn+1, x0)
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và do đó
Df (xn+1, xn) +Df (xn, x0) ≤ Df (xn+1, x0). (4.3)

Như vậy, dãy {Df (xn, x0)} là đơn điệu tăng và kết hợp với (4.2), ta nhận được
giới hạn limn→+∞Df (xn, x0) là tồn tại và hữu hạn. Từ (4.3) suy ra

lim
n→+∞

Df (xn+1, xn) = 0. (4.4)

Từ Bổ đề 1.13, ta có
lim

n→+∞
‖xn+1 − xn‖ = 0. (4.5)

Từ định nghĩa của Cn và xn+1 ∈ Cn, ta có

Df (xn+1, yn) ≤ Df (xn+1, xn),

và kết hợp với (4.5), ta thu được

lim
n→+∞

Df (xn+1, yn) = 0. (4.6)

Do đó, từ Bổ đề 1.13, ta nhận được

lim
n→∞

‖xn+1 − yn‖ = 0. (4.7)

Từ (4.5), (4.7) và bất đẳng thức

‖xn − yn‖ ≤ ‖xn+1 − xn‖+ ‖xn+1 − yn‖,

suy ra ‖xn − yn‖ → 0, as n→ ∞.
Bước 5. Mọi giới hạn yếu của dãy {xn} đều thuộc F .

Từ Bổ đề 1.10, ta có f liên tục đều. Do đó, từ tính bị chặn của {▽f(xn)} và
từ định nghĩa của Df (yn, xn), ta nhận được

lim
n→+∞

Df (yn, xn) = 0.

Do vậy, từ định nghĩa của yn, ta thu được limn→+∞Df (y
i
n, xn) = 0 với mọi

i ∈ {1, 2, ..., N}. Từ Bổ đề 1.13 suy ra

lim
n→∞

‖xn − yin‖ = 0, (4.8)

với mọi i ∈ {1, 2, ..., N}.
Từ (4.8) và Bổ đề 1.11, ta có

lim
n→∞

‖ ▽ f(yin)−▽f(xn)‖ = 0, (4.9)
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với mọi i ∈ {1, 2, ..., N}.
Với mỗi p ∈ F và với mọi i ∈ {1, 2, ..., N}, ta có

Df (p, xn)−Df (p, y
i
n) = f(yin)− f(xn)

+ 〈▽f(yin)−▽f(xn), p− xn〉+ 〈▽f(yin), xn − yin〉.

Vì {yin} bị chặn, nên {▽f(yin)} cũng bị chặn. Do đó, từ bất đẳng thức trên,
(4.8) và (4.9), ta nhận được

lim
n→∞

(Df (p, xn)−Df (p, y
i
n)) = 0

tức là,
lim
n→∞

(Df (p, xn)−Df (p, Tixn)) = 0, (4.10)

với mọi p ∈ F và mọi i ∈ {1, 2, ..., N}. Vì, Ti là toán tử BSNE và F (Ti) = F̂ (Ti),
nên

lim
n→∞

Df (Tixn, xn) = 0, (4.11)

với mọi i ∈ {1, 2, ..., N}. Do đó, nếu {xnk
} là một dãy con bất kỳ của {xn} hội

tụ yếu về v, thì v ∈ F̂ (Ti) = F (Ti) với mọi i ∈ {1, 2, ..., N}. Vì vậy, v ∈ F , tức
là mọi giới hạn yếu của {xn} thuộc F .
Bước 6. Dãy {xn} hội tụ mạnh về projfF (x0), khi n→ +∞.

Đặt x† = projfF (x0). Vì xn+1 = projfCn∩Qn
(x0) và F ⊂ Cn ∩ Qn, nên ta có

Df (xn+1, x0) ≤ Df (x
†, x0). Từ đẳng thức ba điểm, ta có

Df (xn, x
†) = Df (xn, x0) +Df (x0, x

†)− 〈▽f(x†)−▽f(x0), xn − x0〉
≤ Df (x

†, x0) +Df (x0, x
†)− 〈▽f(x†)−▽f(x0), xn − x0〉

= 〈▽f(x†)−▽f(x0), x† − xn〉. (4.12)

Vì, {xn} bị chặn, nên tồn tại một dãy con {xnk
} của {xn} hội tụ yếu về phần

tử u ∈ X. Từ Bước 5, ta có u ∈ F . Do đó, từ Bổ đề 1.14 ii) và (4.12), ta nhận
được

lim sup
k→+∞

Df (xnk
, x†) ≤ lim sup

k→+∞

〈▽f(x†)−▽f(x0), x† − xnk
〉

= 〈▽f(x†)−▽f(x0), x† − u〉 ≤ 0.

Do đó,
lim

k→+∞
Df (xnk

, x†) = 0.

Từ Bổ đề 1.13, {xnk
} hội tụ mạnh về x†. Giả sử rằng {xnl

} là một dãy con khác
của {xn}, hội tụ mạnh về phần tử u′. Ta có, {xnl

} hội tụ yếu về u′. Bằng lập
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luận tương tự như trên, ta nhận được {xnl
} hội tụ mạnh về x†. Do đó, {xn} hội

tụ mạnh về x†, khi n→ +∞.
Định lý được chứng minh.

Chú ý 4.1. Nếu trong phương pháp lặp (4.1), xn+1 = xn = x†, thì x† là một
điểm bất động chung của T1, T2, ..., TN , tức là quá trình lặp (4.1) kết thúc ở bước
lặp thứ n < +∞.

Gần đây, P.K. Anh và D.V. Hieu [4] đã đưa ra hai phương pháp lặp song song
dựa trên phương pháp chiếu co hẹp cho bài toán tìm một phần tử chung của tập
điểm bất động của một họ ánh xạ φ-tựa không giãn tiệm cận, tập nghiệm của
bài toán bất đẳng thức biến phân và tập nghiệm của bài toán cân bằng trong
không gian Banach trơn đều và 2-lồi đều.
Ta cũng có kết quả dưới đây:

Định lý 4.2. Với mỗi x0 ∈ X, dãy {xn} xác định bởi


































C0 = X,

yin = Tixn, i = 1, 2, ..., N,

in := argmaxi=1,2,...,N{Df (y
i
n, xn)}, yn = yinn ,

Cn+1 = {z ∈ Cn : Df (z, yn) ≤ Df (z, xn)},
xn+1 = projfCn+1

(x0),

(4.13)

hội tụ mạnh về projfF (x0) khi n→ +∞.

Chứng minh. Bước 1. Cn là các tập con lồi và đóng của X với mọi n ≥ 0.
Rõ ràng rằng C0 là một tập lồi và đóng, vì C0 = X. Giả sử rằng Cn là tập

con lồi và đóng của X với n ≥ 0. Ta có

Cn+1 = Cn ∩ {z ∈ X : 〈▽f(xn)−▽f(yn), z〉 ≤ f(yn)− f(xn)

+ 〈▽f(x), xn〉 − 〈▽f(yn), yn〉,

điều này suy ra Cn+1 là tập con lồi và đóng của X. Do đó, từ cách xây dựng tập
Cn, suy ra Cn là tập con lồi và đóng của X với mọi n ≥ 0.
Bước 2. Dãy {xn} hoàn toàn xác định.

Rõ ràng rằng Cn là tập lồi, đóng và F ⊂ C0. Giả sử F ⊂ Cn với n ≥ 0. Lấy
p ∈ F và với mọi n ≥ 0, ta có

Df (p, yn) = Df (p, Tinxn) ≤ Df (p, xn),
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điều này suy ra p ∈ Cn+1. Do đó, bằng qui nạp, ta nhận được p ∈ Cn với mọi
n ≥ 0. Suy ra, F ⊂ Cn với mọi n ≥ 0. Vì vậy, dãy {xn} hoàn toàn xác định.
Bước 3. Dãy {xn} bị chặn.

Với mỗi p ∈ F , Từ Bổ đề 1.14 iii), ta có

Df (xn, x0) = Df (projfCn
(x0), x0)

≤ Df (p, x0)−Df (p, projfCn
(x0))

≤ Df (p, x0), (4.14)

điều này suy ra dãy {Df (xn, x0)} bị chặn. Do đó, từ Bổ đề 1.15, dãy {xn} cũng
bị chặn.
Bước 4. Tồn tại giới hạn hữu hạn của dãy {Df (xn, x0)}.

Vì Cn+1 ⊂ Cn, nên từ Bổ đề 1.14 iii) suy ra

Df (xn+1, projfCn
(x0)) +Df (projfCn

(x0), x0) ≤ Df (xn+1, x0),

và do đó
Df (xn+1, xn) +Df (xn, x0) ≤ Df (xn+1, x0). (4.15)

Suy ra {Df (xn, x0)} là dãy đơn điệu tăng và kết hợp với (4.14), ta thu được giới
hạn limn→+∞Df (xn, x0) là tồn tại và hữu hạn.
Bước 5. Dãy {xn} hội tụ mạnh về phần tử p ∈ X.

Ta có Cm ⊂ Cn với mọi m ≥ n. Do đó, xm ∈ Cn. Vì, xn = projfCn
, nên từ Bổ

đề 1.14 iii) ta có

Df (xm, xn) ≤ Df (xm, x0)−Df (xn, x0) → 0,

điều này suy ra Df (xm, xn), as m,n → +∞. Từ Bổ đề 1.13, ‖xm − xn‖ → 0,
khi m,n → +∞. Do đó, {xn} là dãy Cauchy. Vì vậy, dãy {xn} hội tụ mạnh về
phần tử p ∈ X.
Bước 6. Ta chỉ ra p ∈ F .

Vì {xn} là dãy Cauchy, nên limn→+∞ ‖xn+1 − xn‖ = 0. Từ xn+1 ∈ Cn+1 và
định nghĩa của Cn+1, ta nhận được

‖xn+1 − yn‖ ≤ ‖xn+1 − xn‖.

Do đó, limn→+∞ ‖xn+1 − yn‖ = 0. Vì vậy, từ đánh giá

‖xn − yn‖ ≤ ‖xn+1 − xn‖+ ‖xn+1 − yn‖,

ta thu được limn→+∞ ‖xn − yn‖ = 0. Từ định nghĩa của yn, ta nhận được

‖xn − yin‖ → 0,
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với mọi i = 1, 2, ..., N .
Bởi lập luận tương tự như Bước 5 trong chứng minh của Định lý 4.1, ta có
p ∈ F .
Bước 7. p = projfF (x0).

Đặt x† = projfF (x0). Vì xn = projfCn
(x0) và F ⊂ Cn, ta có Df (xn, x0) ≤

Df (x
†, x0). Do đó, bởi lập luận tương tự như Bước 6 trong chứng minh của

Định lý 4.1, ta nhận được p = x†.
Định lý được chứng minh.

Chú ý 4.2. Nếu trong dãy lặp (4.13), xn+1 = xn = x†, thì x† là điểm bất
động chung của T1, T2, ..., TN , tức là quá trình lặp (4.13) kết thúc ở bước lặp thứ
n < +∞.

4.2. Ứng dụng

Trong mục này, chúng tôi đưa ra một số ứng dụng của các định lý 4.1 và 4.2
cho một số bài toán liên quan.

4.2.1. Bài toán chấp nhận lồi

Cho Ci, i = 1, 2, ..., N là N tập con lồi, đóng và khác rỗng của X, sao cho
C = ∩N

i=1Ci 6= ∅. bài toán chấp nhận lồi (CFP) là xác định một phần tử trong
C. Ta biết rằng F (projfCi

) = Ci với mọi i ∈ {1, 2, ..., N}. và nếu hàm Legendre
f khả vi Fréchet đều và bị chặn trên mỗi tập con bị chặn của X, thì phép chiếu
Bregman projfCi

là toán tử BFNE và F (projfCi
) = F̂ (projfCi

) (xem [53]). Do đó,
nếu lấy Ti = projfCi

trong Định lý 4.1 và Định lý 4.2, thì ta nhận được hai thuật
toán để giải bài toán chấp nhận lồi.

Định lý 4.3. Cho Ci, i = 1, 2, ..., N là N tập con lồi, đóng và khác rỗng của
X, sao cho C = ∩N

i=1Ci 6= ∅. Cho f : X −→ R là hàm Legendre bị chặn, khả
vi Fréchet đều và lồi hoàn toàn trên các tập con bị chặn của X. Khi đó, với
mỗi x0 ∈ X, dãy {xn} xác định bởi (4.1) hoặc (4.13) với Ti = projfCi

với mọi

i = 1, 2, ..., N , hội tụ mạnh về projfC(x0), khi n→ +∞.

4.2.2. Không điểm chung của các toán tử đơn điệu cực đại

Cho A : X −→ 2X
∗

là một toán tử đơn điệu cực đại. bài toán tìm một phần
tử x ∈ X sao cho 0 ∈ Ax đóng vai trò quan trọng trong lĩnh vực tối ưu và các
lĩnh vực liên quan.



79

Nhắc lại toán tử giải của A, được ký hiệu là ResfA : X −→ 2X và được xác
định như sau (xem [9]):

ResfA(x) = (▽f + A)−1
◦ ▽ f(x).

Bauschke và các cộng sự [9] đã chứng minh rằng toán tử giải này là toán tử
BFNE. Nếu thêm điều kiện hàm Legendre f khả vi Fréchet đều và bị chặn trên
mỗi tập con bị chặn của X, thì toán tử giải ResfA là toán tử BSNE và nó thỏa
mãn F (ResfA) = F̂ (ResfA) (xem [53]). Từ F (ResfA) = A−10, trong Định lý 4.1 và
Định lý 4.2, nếu ta lấy Ti = ResfAi

với mọi i = 1, 2, ..., N , ta nhận được hai thuật
toán cho bài toán tìm không điểm chung của một họ hữu hạn toán tử đơn điệu
cực đại.

Định lý 4.4. Cho Ai : X −→ 2X
∗

, i = 1, 2, ..., N là N toán tử đơn điệu cực
đại sao cho F = ∩N

i=1A
−1
i 0 6= ∅. Cho f : X −→ R là hàm Legendre bị chặn,

khả vi Fréchet đều và lồi hoàn toàn trên các tập con bị chặn của X. Khi đó, với
mỗi x0 ∈ X, dãy {xn} xác định bởi (4.1) hoặc (4.13) với Ti = ResfAi

với mọi

i = 1, 2, ..., N , hội tụ mạnh về projfF (x0), khi n→ +∞.

4.2.3. Bài toán cân bằng

Cho C là một tập con lồi, đóng và khác rỗng của X. Cho g là một song hàm
xác định trên C ×C và nhận giá trị trong R. Bài toán cân bằng được phát biểu
như sau: Tìm một phần tử x ∈ C sao cho

g(x, y) ≥ 0, ∀y ∈ C. (4.16)

Ta ký hiệu EP (g) là tập nghiệm của Bài toán (4.16). Để nghiên cứu Bài toán
(4.16), ta cần đặt lên g một số giả thiết sau (xem [12]):

C1) g(x, x) = 0 với mọi x ∈ C;

C2) g là đơn điệu, tức là, g(x, y) + g(y, x) ≤ 0 với mọi x, y ∈ C;

C3) với mọi x, y, z ∈ C,

lim sup
t↓0

g(tz + (1− t)x, y) ≤ g(x, y);

C4) với mỗi x ∈ C, g(x, .) là hàm lồi, nửa liên tục dưới.



80

Toán tử giải của song hàm g : C × C −→ R (xem [26]) là Resfg : X −→ 2C

và được xác định bởi

Resfg (x) = {z ∈ C : g(z, y) + 〈▽f(z)−▽f(x), y − z〉 ≥ 0 ∀y ∈ C}.

Ta cần các bổ đề dưới đây (xem [53]):

Bổ đề 4.1. Cho f : X −→ (−∞,+∞] là một hàm bức và khả vi Gâteaux đều.
Cho C là một tập con lồi và đóng của X. Nếu song hàm g : C ×C −→ R thỏa
mãn các điều kiện C1)-C4), thì dom (Resfg ) = X.

Bổ đề 4.2. Cho f : X −→ (−∞,+∞] là một hàm Legendre. Cho C là một tập
con lồi và đóng của X. Nếu song hàm g : C ×C −→ R thỏa mãn các điều kiện
C1)-C4), thì

i) Resfg là đơn trị;

ii) Resfg là toán tử BFNE;

iii) tập điểm bất động của Resfg là tập nghiệm của bài toán cân bằng, tức là,

F (Resfg ) = EP (g);

iv) EP (g) là tập con lồi và đóng của C;

v) với mọi x ∈ X và u ∈ F (Resfg ), ta có

Df (u,Resfg (x)) +Df (Resfg (x), x) ≤ Df (u, x).

Do đó, Từ các Bổ đề 4.1 và Bổ đề 4.2 suy ra rằng nếu f : X −→ R là
một hàm Legendre, bức, bị chặn, khả vi Fréchet đều và lồi hoàn toàn trên các
tập con bị chặn của X và nếu ta lấy Ti = Resfgi, thì Ti là toán tử BSNE với
F (Ti) = F̂ (Ti) (xem [53], Bổ đề 1.3.2) và Ti có miền hữu hiệu là X. Do đó, ta
có định lý sau:

Định lý 4.5. Cho Ci, i = 1, 2, ..., N là N tập con lồi, đóng và khác rống của X.
cho gi : Ci × Ci −→ R, i = 1, 2, ..., N là N song hàm thỏa mãn các điều kiện
C1-C4 sao cho S = ∩N

i=1EP (gi) 6= ∅. Cho f : X −→ R là một hàm Legendre,
bức, bị chặn, khả vi Fréchet đều và lồi hoàn toàn trên các tập con bị chặn của X.
Khi đó, với mỗi x0 ∈ X, dãy {xn} xác định bởi (4.1) hoặc (4.13) với Ti = Resfgi
với mọi i = 1, 2, ..., N , hội tụ mạnh về projfS(x0), khi n→ +∞.



81

4.2.4. Không điểm chung của các toán tử Bregman ngược đơn điệu
mạnh

Lớp các toán tử Bregman ngược đơn điệu mạnh được xây dựng bởi Butnariu
và Kassay trong tài liệu [20]. Ta giả sử hàm Legendre f thỏa mãn điều kiện miền
sau:

ran (▽f − A) ⊂ ran (▽f). (4.17)

Một toán tử A : X −→ 2X
∗

được gọi là toán tử Bregman ngược đơn điệu mạnh
(BISM) nếu (domA) ∩ (int domf) 6= ∅ và với bất kỳ x, y ∈ int domf , và nếu
ξ ∈ Ax, η ∈ Ay, ta có

〈ξ − η,▽f∗(▽f(x)− ξ)−▽f∗(▽f(y)− η)〉 ≥ 0.

Toán tử phản giải của A là Af : X −→ 2X và được xác định bởi

Af = ▽f∗o (▽f − A).

Ta biết rằng toán tử A là BISM nếu và chỉ nếu toán tử phản giải Af của nó
(đơn trị) là toán tử BFNE (xem [20], Bổ đề 3.5). Reich và các cộng sự đã chứng
minh rằng nếu f : X −→ (−∞,+∞] là hàm Legendre và A : X −→ 2X

∗

là
toán tử BISM sao cho A−1(0) 6= ∅, thì A−1(0) = F (Af ) (xem [52], Mệnh đề 7).
Do đó, nếu hàm Legendre f khả vi Fréchet đều và lồi hoàn toàn trên các tập
con bị chặn của X, thì toán tử phản giải Af là đơn trị và là toán tử BSNE thỏa
mãn F (Af ) = F̂ (Af ) (xem [53], Bổ đề 1.3.2).

Bây giờ, cho Ci, i = 1, 2, ..., N là N là các tập con lồi, đóng và khác rỗng
của X và cho Ai : X −→ 2X

∗

, i = 1, 2, ..., N là N toán tử BISM sao cho
Ci ⊂ domAi với mọi i ∈ {1, 2, ..., N} và f : X −→ R. Từ điều kiện miền
(4.17), ta có domAf

i = (domA) ∩ (int domf) = domAi vì trong trường hợp này
int domf = X. Từ Mệnh đề 7 i) trong tài liệu [53], ta nhận được A−1(0) =

F (Af ). Do đó, ta có định lý sau:

Định lý 4.6. Cho Ci, i = 1, 2, ..., N là N là các tập con lồi, đóng và khác rỗng
của X sao cho C = ∩N

i=1Ci 6= ∅. Cho Ai : X −→ 2X
∗

, i = 1, 2, ..., N là N toán
tử BISM sao cho Ci ⊂ domAi và S = ∩N

i=1A
−1
i (0) 6= ∅. Cho f : X −→ R là một

hàm Legendre, bị chặn, khả vi Fréchet đều và lồi hoàn toàn trên các tập con bị
chặn của X. Giả sử điều kiện miền (4.17) được thỏa mãn với mỗi Ai. Khi đó,
với mỗi x0 ∈ X, dãy {xn} xác định bởi (4.1) hoặc (4.13) với Ti = Af

i với mọi
i = 1, 2, ..., N , hội tụ mạnh về projfS(x0), khi n→ +∞.
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4.2.5. Bất đẳng thức biến phân

Xét bài toán bất đẳng thức biến phân: Tìm một phần tử x† ∈ C sao cho

〈Ax†, y − x†〉 ≥ 0 ∀y ∈ C, (4.18)

trong đó A : X −→ X∗ là toán tử BISM và C là tập con lồi, đóng và khác rỗng
của domA. Ta ký hiệu V I(C,A) là tập nghiệm của Bài toán (4.18).

Ta biết rằng (xem [52], Mệnh 8), Reich và các cộng sự đã chứng minh rằng
nếu f : X −→ (−∞,+∞] là hàm Legendre và lồi hoàn toàn, thỏa mãn điều
kiện miền (4.17) và A : X −→ X∗ là toán tử BISM, và nếu C là tập con lồi,
đóng và khác rỗng của domA ∩ int domf , thì V I(A,C) = F (projfC oA

f ).
Ta biết rằng phép chiếu Begman projfC là toán tử BSNE thỏa mãn tính chất

F (projfC) = F̂ (projfC). Do đó, từ Bổ đề 2 trong tài liệu [49], projfC oA
f là toán

tử BSNE với F (projfC oA
f ) = F̂ (projfC oA

f ). Vì vậy, ta có định lý sau:

Định lý 4.7. Cho Ci, i = 1, 2, ..., N là N là các tập con lồi, đóng và khác rỗng
của X sao cho C = ∩N

i=1Ci 6= ∅. Cho Ai : X −→ X∗, i = 1, 2, ..., N là N toán
tử BISM sao cho Ci ⊂ domAi và S = ∩N

i=1V I(Ci, Ai) 6= ∅. Cho f : X −→ R là
một hàm Legendre, bị chặn, khả vi Fréchet đều và lồi hoàn toàn trên các tập con
bị chặn của X. Giả sử điều kiện miền (4.17) được thỏa mãn với mỗi Ai. Khi đó,
với mỗi x0 ∈ X, dãy {xn} xác định bởi (4.1) hoặc (4.13) với Ti = Af

i với mọi
i = 1, 2, ..., N , hội tụ mạnh về projfS(x0), khi n→ +∞.

4.3. Hệ bài toán cân bằng hỗn hợp tổng quát

Tiếp theo, ta biết rằng toán tử giải tương ứng với bài toán cân bằng hỗn hợp
tổng quát là BFNE. Do đó, trong tài liệu [63] chúng tôi cũng đã nghiên cứu và
đưa ra 03 phương pháp lặp song song tương tự như các phương pháp lặp trên
cho bài toán tìm nghiệm chung của một hệ bài toán cân bằng hỗn hợp tổng
quát.

Cho X là một không gian Banach và cho C là một tập con lồi, đóng và khác
rỗng của X.

Cho Θ : C × C −→ R là một song hàm, Ψ : X −→ X∗ là một toán tử phi
tuyến và ϕ : C −→ R là hàm số xác định trên C. Bài toán cân bằng hỗn hợp
tổng quát được phát biểu như sau: Tìm một phần tử x ∈ C sao cho

Θ(x, y) + 〈Ψx, y − x〉+ ϕ(y) ≥ ϕ(x) ∀y ∈ C. (4.19)

Tập nghiệm của bài toán (4.19) được ký hiệu bởi GMEP (Θ, ϕ,Ψ), tức là

GMEP (Θ, ϕ,Ψ) = {x ∈ C : Θ(x, y) + 〈Ψx, y − x〉+ ϕ(y) ≥ ϕ(x) ∀y ∈ C}.
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Cho Φi, i = 1, 2, ..., N là các song hàm từ C × C vào R, cho ϕi, i = 1, 2, ..., N

là các hàm số từ C vào R và cho Ψi, i = 1, 2, ..., N là các toán tử từ X vào X∗.
Xét hệ bài toán cân bằng hỗn hợp tổng quát sau: Tìm một phần tử x ∈ C sao
cho

x ∈ ∩N
i=1GMEP (Θi, ϕi,Ψi).

Nếu Ψ = 0, thì Bài toán (4.19) trở thành bài toán cân bằng hỗn hợp (xem
[23]) tìm một phần tử x ∈ C sao cho

Θ(x, y) + ϕ(y) ≥ ϕ(x) ∀y ∈ C. (4.20)

Ta dùng ký hiệu MEP (Θ) để chỉ tập nghiệm của Bài toán (4.20).
Nếu ϕ = 0, thì Bài toán (4.19) trở thành bài toán cân bằng hỗn hợp tổng

quát (xem [60]) tìm một phần tử x ∈ C sao cho

Θ(x, y) + 〈Ψx, y − x〉 ≥ 0 ∀y ∈ C. (4.21)

Tập nghiệm của bài toán (4.21) được ký hiệu bởi GEP (Θ,Ψ).
Nếu Θ = 0, thì Bài toán (4.19) trở thành bài toán bất đẳng thức biến phân

hỗn hợp kiểu Browder (xem [17]) tìm một phần tử x ∈ C sao cho

〈Ψx, y − x〉+ ϕ(y) ≥ ϕ(x) ∀y ∈ C. (4.22)

Tập nghiệm của Bài toán (4.22) được ký hiệu bởi MV I(C,ϕ,Ψ).
Nếu ϕ = 0 và Ψ = 0, thì Bài toán (4.19) trở thành bài toán cân bằng (xem

[12]) tìm một phần tử x ∈ C sao cho

Θ(x, y) ≥ 0 ∀y ∈ C. (4.23)

Cho Ci, i = 1, 2, ..., N là các tập con lồi, đóng và khác rỗng của X. Cho
f : X −→ R là hàm Legendre bức, bị chặn, khả vi Fréchet đều và lồi hoàn toàn
trên các tập con bị chặn của X. Giả sử Θi : Ci × Ci −→ R thỏa mãn các điều
kiện C1)-C4), ϕi : Ci −→ R là các hàm lồi nửa liên tục dưới từ Ci vào R và
Ψi : Ci −→ X∗ là các toán tử đơn điệu, liên tục, với mọi i = 1, 2, ..., N . Giả sử
rằng F = ∩N

i=1GMEP (Θi, ϕi,Ψi) 6= ∅.
Để giải bài toán cân bằng hỗn hợp tổng quát, ta cần một số giả thiết đặt lên

song hàm Θ : C × C −→ R như sau:

C1) Θ(x, x) = 0 với mọi x ∈ C;

C2) Θ là đơn điệu, tức là, Θ(x, y) + Θ(y, x) ≤ 0 với mọi x, y ∈ C;
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C3) với mọi x, y, z ∈ C,

lim sup
t↓0

Θ(tz + (1− t)x, y) ≤ Θ(x, y);

C4) với mỗi x ∈ C, Θ(x, .) là hàm lồi và nửa liên tục dưới.

Chúng tôi đã thu được các kết quả dưới đây:

Định lý 4.8. Với mỗi x0 ∈ X, dãy {xn} xác định bởi


































yin = ResfΘi,ϕi,Ψi
xn, i = 1, 2, ..., N,

in := argmaxi=1,2,...,N{Df (y
i
n, xn)}, yn = yinn ,

Cn = {z ∈ X : Df (z, yn) ≤ Df (z, xn)},
Qn = {z ∈ X : 〈▽f(x0)−▽f(xn), z − xn〉 ≤ 0},
xn+1 = projfCn∩Qn

(x0), n ≥ 0

(4.24)

hội tụ mạnh về projfF (x0) khi n→ +∞.

Định lý 4.9. Với mỗi x0 ∈ X, dãy {xn} xác định bởi


































C0 = X,

yin = ResfΘi,ϕi,Ψi
xn, i = 1, 2, ..., N,

in := argmaxi=1,2,...,N{Df (y
i
n, xn)}, yn = yinn ,

Cn+1 = {z ∈ Cn : Df (z, yn) ≤ Df (z, xn)},
xn+1 = projfCn+1

(x0),

(4.25)

hội tụ mạnh về projfF (x0) khi n→ +∞.

Định lý 4.10. Với mỗi x0 ∈ X, dãy {xn} xác định bởi


































Q0 = X,

yin = ResfΘi,ϕi,Ψi
xn, i = 1, 2, ..., N,

in := argmaxi=1,2,...,N{Df (y
i
n, xn)}, yn = yinn ,

Qn+1 = {z ∈ Qn : 〈▽f(xn)−▽f(yn), z − yn〉 ≤ 0},
xn+1 = projfQn+1

(x0),

(4.26)

hội tụ mạnh về projfF (x0) khi n→ +∞.
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Kết luận

Trong đề tài, chúng tôi đã đạt được một số kết quả cơ bản sau:

• Trình bày một số vấn đề cơ bản về cấu trúc hình học của không gian
Banach; một số phương pháp lặp để xấp xỉ không điểm của toán tử j-đơn
điệu (phương pháp điểm gần kề, phương pháp lặp kiểu Halpern và phương
pháp xấp xỉ mềm);

• Đề xuất phương pháp lai ghép xấp xỉ không điểm của một toán tử m-j-đơn
điệu trong tài liệu [65];

• Trình bày kết quả đạt được của đề tài trong các bài báo [39] và [40] về
phương pháp lặp luân phiên kết hợp với phương pháp xấp xỉ mềm và
phương pháp prox-Tikhonov cho bài toán tìm không điểm chung của hai
toán tử j-đơn điệu trong không gian Banach;

• Đề xuất các phương pháp lặp song song cho bài toán tìm điểm bất động
chung của một họ hữu hạn dãy ánh xạ gần không giãn trong không gian
Hilbert [66];

• Phương pháp lặp song song cho bài toán không điểm chung tách trong
không gian Banach [64];

• Trình bày hai phương pháp lặp song song cho bài toán tìm điểm bất động
chung của một họ hữu hạn toán tử Bregman không giãn mạnh và hệ bài
toán cân bằng hỗn hợp tổng quát trong không gian Banach phản xạ [62, 63];

• Đưa ra một số ứng dụng của các kết quả thu được cho các bài toán liên
quan, cùng với đó là một số ví dụ đơn giản nhằm minh họa thêm cho các
phương pháp.
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