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Một số ký hiệu và viết tắt
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R tập hợp các số thực
R

+ tập các số thực không âm
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supM cận trên đúng của tập hợp số M

argminx∈XF (x) tập các điểm cực tiểu của hàm F trên X

D(A) miền xác định của toán tử A

R(A) miền ảnh của toán tử A

I toán tử đồng nhất
d(x,M) khoảng cách từ phần tử x đến tập hợp M

H(C1, C2) khoảng cách Hausdorff giữa hai tập hợp C1 và C2

lim sup
n→∞

xn giới hạn trên của dãy số {xn}

xn −→ x0 dãy {xn} hội tụ mạnh về x0

xn ⇀ x0 dãy {xn} hội tụ yếu về x0

J ánh xạ đối ngẫu chuẩn tắc
j ánh xạ đối ngẫu chuẩn tắc đơn trị
δE(ε) mô đun lồi của không gian Banach E

ρE(τ) mô đun trơn của không gian Banach E

Fix(T ) hoặc F (T ) tập điểm bất động của ánh xạ T

∂f dưới vi phân của hàm lồi f
M bao đóng của tập hợp M

o(t) vô cùng bé bậc cao hơn t

TOL sai số của nghiệm xấp xỉ so với nghiệm chính xác
int(C) phần trong của tập hợp C
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Mở đầu

Bài toán xác định không điểm của toán tử j-đơn điệu có ý nghĩa quan trọng
trong nhiều lĩnh vực khác nhau, như khoa học vật lí, tối ưu hóa, toán kinh tế,
toán tài chính. . . Ở đây, ta quan tâm đến bài toán sau:
Xác định một phần tử x∗ ∈ E sao cho:

0 ∈ A(x∗), (0.1)

trong đó A : E −→ 2E là một toán tử j-đơn điệu xác định trên không gian
Banach E. Ta biết rằng khi E là không gian Hilbert thì toán tử j-đơn điệu được
gọi là toán tử đơn điệu.

Khi A : H −→ 2H một toán tử đơn điệu cực đại trên không gian Hilbert H,
thì R. T. Rockafellar [57] đã đề xuất phương pháp điểm gần kề để xác định dãy
{xn} như sau:

xn ∈ cnAxn+1 + xn+1, x0 ∈ H, (0.2)

ở đây cn > c0 > 0. Tuy nhiên, việc áp dụng phương pháp lặp (0.2) chỉ thu được
sự hội tụ yếu của dãy {xn} về một không điểm của A.

Trong những năm gần đây, xuất phát từ một số mô hình toán thực tế trong
tối ưu hóa và vật lý, bài toán tìm không điểm của tổng của hai toán tử đơn điệu
cực đại hay bài toán tìm không điểm chung của hai toán tử kiểu đơn điệu và
tổng quát hơn là bài toán tìm không điểm chung của một họ hữu hạn các toán
tử kiểu đơn điệu, đã thu hút sự quan tâm nghiên cứu của nhiều nhà toán học
trên thế giới.

Năm 2005, H. H. Bauschke, P. L. Combettes và S. Reich [11] đã đề xuất kết
hợp phương pháp điểm gần kề và phương pháp lặp luân phiên cho bài toán xác
định không điểm của hai toán tử đơn điệu cực đại trong không gian Hilbert.
Tuy nhiên, họ chỉ thu được sự hội tụ yếu. Như vậy một vấn đề đặt ta là liệu
rằng có thể cải tiến phương pháp lặp luân phiên cho bài toán tìm không điểm
chung của hai toán tử kiểu đơn điệu, đồng thời phương pháp đặt ra sẽ hội tụ
mạnh đến nghiệm của bài toán.

Bài toán tìm điểm bất động chung của một họ hữu hạn các ánh xạ không
giãn trong không gian Hilbert hay không gian Banach là một trường hợp riêng
của bài toán chấp nhận lồi: “Tìm một phần tử thuộc giao khác rỗng của một họ
hữu hạn hay vô hạn các tập con lồi và đóng {Ci}i∈I của không gian Hilbert H
hay không gian Banach E”. Bài toán này có nhiều ứng dụng quan trọng trong
các lĩnh vực khoa học khác nhau như: Xử lí ảnh, khôi phục tín hiệu, vật lý, y
học ... Một trong những mở rộng của lớp ánh xạ không giãn trong không gian
Banach là lớp ánh xạ Bregman không giãn mạnh (không giãn theo khoảng cách
Bregman). Bài toán tìm điểm bất động của ánh xạ Bregman không giãn mạnh
có mối liên hệ mật thiết với các bài toán khác như bài toán chấp nhận lồi, bài
toán tìm không điểm của toán tử đơn điệu cực đại, bài toán cân bằng, bài toán
bất đẳng thức biến phân ... Do đó, việc nghiên cứu các phương pháp tìm điểm
bất động chung của một họ hữu hạn ánh xạ Bregman không giãn mạnh có nhiều
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ý nghĩa quan trọng và đang được nhiều người làm toán trong và ngoài nước
quan tâm nghiên cứu.

Mục đích của đề tài này là:

• Nghiên cứu kết hợp phương pháp lặp luân phiên với phương pháp xấp xỉ
mềm hay phương pháp prox-Tikhonov cho bài toán tìm không điểm chung
của hai toán tử j-đơn điệu trong không gian Banach;

• Phương pháp lặp song song cho bài toán không điểm chung tách trong
không gian Banach;

• Nghiên cứu phương pháp lặp song song giải bài toán tìm điểm bất động
chung của một họ hữu hạn toán tử Bregman không giãn mạnh và hệ bài
toán cân bằng hỗn hợp tổng quát trong không gian Banach phản xạ;

• Đưa ra một số ứng dụng của các kết quả thu được cho các lớp bài toán
liên quan.

Nội dung chính của đề tài được chia làm bốn chương:
Chương 1. Kiến thức chuẩn bị

Trong chương này chúng tôi đề cập đến một số vấn đề cơ bản về cấu trúc
hình học của không gian Banach, một số phương pháp tìm không điểm của toán
tử kiểu đơn điệu (phương pháp điểm gần kề, phương pháp lặp kiểu Halpern và
phương pháp xấp xỉ mềm), khoảng cách Bregman, phép chiếu Bregman, ánh xạ
Bregman không giãn mạnh và một số bổ đề bổ trợ cần sử dụng trong chứng
minh các định lý chính được đề cập ở những chương sau của đề tài.
Chương 2. Xấp xỉ không điểm chung của hai toán tử j-đơn điệu

Chương này trình bày các kết quả nghiên cứu của đề tài của các tác giả
T.M. Tuyen [65], J.K. Kim và T.M. Tuyên [39, 40], T.M. Tuyen và N.S. Ha [66]
về phương pháp lai ghép tìm không điểm của một toán tử j-đơn điệu, phương
pháp lặp luân phiên kết hợp với phương pháp xấp xỉ mềm hay phương pháp
prox-Tikhonov cho bài toán tìm không điểm chung của hai toán tử j-đơn điệu
trong không gian Banach và phương pháp lặp song song cho bài toán tìm điểm
bất động chung của một họ hữu hạn dãy ánh xạ gần không giãn, cùng với các
ứng dụng của nó cho các bài toán liên quan. Ngoài ra, chúng tôi cũng xây dựng
một số ví dụ đơn giản nhằm minh họa thêm cho các phương pháp.
Chương 3. Xấp xỉ nghiệm của bài toán không điểm chung tách trong
không gian Banach

Chương này trình bày các kết quả nghiên cứu về phương pháp lặp song song
của chủ nhiệm đề tài trong tài liệu [64] cho bài toán xấp xỉ nghiệm của bài toán
không điểm chung tách trong không gian Banach, cùng với đó là một số ứng
dụng cho các bài toán liên quan.
Chương 4. Điểm bất động chung của ánh xạ Bregman không giãn
mạnh

Chương này trình bày các kết quả đạt được của đề tài từ bài báo [62, 63] về
hai phương pháp lặp song song dựa trên phương pháp lai chiếu và phương pháp
chiếu co hẹp cho bài toán tìm một điểm bất động chung của một họ hữu hạn
toán tử Bregman không giãn mạnh trong không gian Banach phản xạ, cùng với
đó là một số ứng dụng của các kết quả thu được cho các bài toán liên quan.
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Chương 1
Kiến thức chuẩn bị

Chương này bao bồm 4 mục, trong đó: Mục 1.1 giới thiệu sơ lược về một
số đặc trưng cơ bản về cấu trúc hình học của không gian Banach. Mục 1.2 đề
cập đến một số phương pháp tìm không điểm của toán tử j-đơn điệu, bao gồm
phương pháp điểm gần kề, phương pháp lặp kiểu Halpern và phương pháp xấp
xỉ mềm. Mục 1.3 giới thiệu về khoảng cách Bregman, phép chiếu Bregman và
toán tử Bregman không giãn mạnh. Mục 1.4 trình bày một số bổ đề bổ trợ cần
sử dụng đến trong chứng minh các định lý được đề cập trong các chương sau
của đề tài.

1.1. Một số vấn đề cơ bản về cấu trúc hình học của
không gian Banach

1.2. Một số phương pháp tìm không điểm của toán tử
j-đơn điệu

1.2.1. Phương pháp điểm gần kề

1.2.2. Phương pháp lặp kiểu Halpern

1.2.3. Phương pháp xấp xỉ mềm

1.3. Khoảng cách Bregman và ánh xạ Bregman không
giãn mạnh

1.3.1. Khoảng cách Bregman và phép chiếu Bregman

1.3.2. Ánh xạ Bregman không giãn mạnh

1.4. Một số bổ đề bổ trợ
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Chương 2
Xấp xỉ không điểm chung của hai toán tử j-đơn
điệu

Trong chương này đề tài tập trung trình bày lại các kết quả nghiên cứu đạt
được dựa trên sự kết hợp giữa phương pháp điểm gần kề, phương pháp lặp
Mann, phương pháp lặp Halpern, phương pháp xấp xỉ gắn kết hay phương pháp
prox-Tikhonov với phương pháp lặp luân phiên cho bài toán tìm không điểm
của một toán tử j-đơn điệu, không điểm chung của hai toán tử j-đơn điệu trong
không gian Banach. Ngoài ra, trong chương này chúng tôi cũng đề cập đến một
số ứng dụng cho các lớp bài toán khác như: Bài toán tìm điểm cực tiểu chung
của hai phiếm hàm lồi, bài toán chấp nhận lồi, bài toán bất đẳng thức biến phân
và bài toán cân bằng. Cùng với đó, chúng tôi cũng giới thiệu một ví dụ số được
lập trình và thử nghiệm số dựa trên phần mềm MATLAB nhằm minh họa thêm
cho các phương pháp lặp.

2.1. Phương pháp xấp xỉ mềm lai ghép

Ta có định lý sau [?]:

Định lý 2.1. Cho E là một không gian Banach lồi đều và trơn đều, A là một
toán tử m-j-đơn điệu trong E với C = A−1(0) 6= ∅ và cho f : E −→ K = D(A)
là một ánh xạ co với hệ số co β ∈ [0, 1). Giả sử F : E −→ E là δ-j-đơn điệu
mạnh và λ-giả co chặt với δ + λ > 1. Cho trước các dãy số {λn}, {µn} trong
[0, 1], {αn}, {βn} trong (0, 1] và {rn} ⊂ [ε,∞) với ε > 0, giả sử rằng các điều
kiện sau đúng:

(i) limn→∞ βn = 0 và
∑

∞

n=0
βn = ∞;

(ii) limn→∞

λnµn

βn
= 0;

(iii) {αn} ⊂ [a, b], với a, b ∈ (0, 1);

Khi đó, với bất kỳ x0 ∈ E, dãy {xn} xác định bởi

{

yn = αnxn + (1− αn)Jrnxn,

xn+1 = βnf(xn) + (1− βn)[Jrnyn − λnµnF (Jrnyn)], ∀n ≥ 0,
(2.1)

hội tụ mạnh về một không điểm p của A, là nghiệm duy nhất của bất đẳng thức
biến phân VI∗(I − f, C), tức là

〈(I − f)p, j(p− u)〉 ≤ 0, ∀u ∈ C.
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2.2. Phương pháp điểm gần kề kết hợp với phương pháp
xấp xỉ mềm xấp xỉ không điểm chung của hai toán
tử j-đơn điệu

2.2.1. Phương pháp lặp và sự hội tụ

Các tác giả J.K. Kim và T.M. Tuyên đã chứng minh định lý sau:

Định lý 2.2. Cho E là một không gian Banach lồi đều và trơn đều. Cho C
là một tập con lồi, đóng và khác rỗng của E. Cho A : D(A) ⊆ C −→ 2E và
B : D(B) ⊆ C −→ 2E là các toán tử j-đơn điệu với S = A−10 ∩ B−10 6= ∅,
D(A) ⊂ C ⊂ ∩r>0R(I+rA) và D(B) ⊂ C ⊂ ∩r>0R(I+rB). Cho {αn} ⊂ (0, 1),
{βn} và {γn} là các dãy số dương thỏa mãn các điều kiện:

i) limn→∞ αn = 0,
∑

∞

n=0
αn = ∞;

ii)
∑

∞

n=0
|αn+1 − αn| < ∞ hoặc limn→0 αn+1/αn = 1;

iii) βn ≥ ε, γn ≥ ε với ε > 0 và với mọi n,
∑

∞

n=0
|βn+1 − βn| < ∞ và

∑

∞

n=0
|γn+1 − γn| < ∞,

Cho {xn} là dãy được xác định bởi

yn = JA
βn
xn, n = 0, 1, ..., (2.2)

xn+1 = αnu+ (1− αn)J
B
γnyn, n = 1, 2... (2.3)

trong đó u và x0 là các phần tử bất kỳ trong C. Khi đó, dãy {xn} hội tụ mạnh
về QSu, trong đó QS : C −→ S là ánh xạ co rút không giãn theo tia từ C lên
S.

Tiếp theo, các tác giả J.K. Kim và T.M. Tuyên cũng đã nghiên cứu sự hội
tụ mạnh của dãy lặp {zn} được xác định bởi z0 ∈ C và

dn = JA
βn
zn, n = 0, 1, ..., (2.4)

zn+1 = αnf(dn) + (1− αn)J
B
γndn, n = 0, 1, 2... (2.5)

trong đó f : C −→ C là một ánh xạ co từ C vào C với hệ số co là c ∈ [0, 1).
Họ đã chứng minh kết quả dưới đây:

Định lý 2.3. Cho E là một không gian Banach lồi đều và trơn đều. Cho C
là một tập con lồi, đóng và khác rỗng của E. Cho A : D(A) ⊆ C −→ 2E và
B : D(B) ⊆ C −→ 2E là các toán tử j-đơn điệu với S = A−10 ∩ B−10 6= ∅,
D(A) ⊂ C ⊂ ∩r>0R(I+rA) và D(B) ⊂ C ⊂ ∩r>0R(I+rB). Cho {αn} ⊂ (0, 1),
{βn} và {γn} là các dãy số dương thỏa mãn các điều kiện:

i) limn→∞ αn = 0,
∑

∞

n=0
αn = ∞;

ii)
∑

∞

n=0
|αn+1 − αn| < ∞ hoặc limn→0 αn+1/αn = 1;
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iii) βn ≥ r > 0, γn ≥ r > 0 với mọi n,
∑

∞

n=0
|βn+1−βn| < ∞ và

∑

∞

n=0
|γn+1−

γn| < ∞.

Khi đó, dãy {zn} xác định bởi (2.4) và (2.5) hội tụ mạnh về phần tử x∗ ∈ S
thỏa mãn QSf(x

∗) = x∗.
Ta biết rằng nếu A là toán tử m-j-đơn điệu, thì A thỏa mãn điều kiện miền.

Do đó, ta có kết quả sau:

Định lý 2.4. Cho E là một không gian Banach lồi đều và trơn đều. Cho C là
một tập con lồi, đóng và khác rỗng của E. Cho A : E −→ 2E và B : E −→ 2E

là hai toán tử m-j-đơn điệu sao cho S = A−10 ∩ B−10 6= ∅. Cho {αn} ⊂ (0, 1),
{βn} và {γn} la các dãy số thực dương thỏa mãn các điều kiện:

i) limn→∞ αn = 0,
∑

∞

n=0
αn = ∞;

ii)
∑

∞

n=0
|αn+1 − αn| < ∞ hoặc limn→0 αn+1/αn = 1;

iii) βn ≥ r > 0, γn ≥ r > 0 với mọi n,
∑

∞

n=0
|βn+1−βn| < ∞ và

∑

∞

n=0
|γn+1−

γn| < ∞.

Khi đó, dãy {zn} xác định bởi (2.4) và (2.5) hội tụ mạnh về một phần tử x∗ ∈ S
sao cho QSf(x

∗) = x∗.

2.2.2. Tính ổn định của phương pháp

Trong mục này chúng tôi trình bày về tính ổn định của phương pháp lặp
(2.4) và (2.5) ở dạng sau:

vn = JAn

βn
un, u0 ∈ C, n = 0, 1, ..., (2.6)

un+1 = αnf(vn) + (1− αn)J
Bn

γn vn, n = 0, 1, 2... (2.7)

trong đó An : D(An) ⊆ C −→ 2E, An : D(An) ⊆ C −→ 2E là các toán tử
j-đơn điệu với D(An) = D(A), D(Bn) = D(B) và sao cho

H(An(x), A(x)) ≤ gA(‖x‖)h
A
n , H(Bn(x), B(x)) ≤ gB(‖x‖)h

B
n (2.8)

với gA, gB là các hàm bị chặn (ảnh của tập bị chặn là tập bị chặn) xác định với
t ≥ 0, thỏa mãn gA(0) = 0, gB(0) = 0 và {hA

n}, {h
B
n } là các dãy số thực dương.

Ta có các kết quả sau:

Định lý 2.5. Cho E là một không gian Banach lồi đều và trơn đều. Cho C
là một tập con lồi, đóng và khác rỗng của E. Cho A : D(A) ⊆ C −→ 2E và
B : D(B) ⊆ C −→ 2E là các toán tử j-đơn điệu thỏa mãn S = A−10∩B−10 6= ∅,
D(A) ⊂ C ⊂ ∩r>0R(I + rA) và D(B) ⊂ C ⊂ ∩r>0R(I + rB). Nếu các điều kiện
sau đúng

i) limn→∞ αn = 0,
∑

∞

n=0
αn = ∞;

ii)
∑

∞

n=0
|αn+1 − αn| < ∞ hoặc limn→0 αn+1/αn = 1;
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iii) βn ≥ r > 0, γn ≥ r > 0 với mọi n,
∑

∞

n=0
|βn+1−βn| < ∞ và

∑

∞

n=0
|γn+1−

γn| < ∞;

iv)
∑

∞

n=0
βnh

A
n < ∞ và

∑

∞

n=0
γnh

B
n < ∞ hoặc limn→∞ βnh

A
n/αn = 0 và

limn→∞ γnh
B
n /αn = 0,

thì dãy {un} xác định bởi (2.6) và (2.7) hội tụ mạnh về phần tử x∗ ∈ S thỏa
mãn QSf(x

∗) = x∗.

2.3. Phương pháp prox-Tikhonov xấp xỉ không điểm
chung của hai toán tử j-đơn điệu

2.3.1. Phương pháp lặp và sự hội tụ

Định lý 2.6. Cho E là một không gian Banach phản xạ với tính liên tục yếu theo
dãy của ánh xạ đối ngẫu chuẩn tắc j sao cho mọi tập con lồi, compact yếu của E
có tính chất điểm bất động đối với ánh xạ không giãn. Cho C là một tập con lồi,
đóng và khác rỗng của E. Cho A : D(A) ⊆ C → 2E và B : D(B) ⊆ C → 2E

là các toán tử j-đơn điệu thỏa mãn

S := A−10 ∩B−10 6= ∅,

D(A) ⊂ C ⊂ ∩r>0R(I + rA) và D(B) ⊂ C ⊂ ∩r>0R(I + rB). Cho {αn}, {βn},
và {γn} là các dãy số thực dương thỏa mãn các điều kiện:

(i) limn→∞ αn = 0,
∑

∞

n=0
αn = ∞.

(ii) {βn} và {γn} là các dãy trong [ε,∞), với ε > 0.

Cho {xn} là dãy được xác định bởi

x2n+1 = JA
βn
(αnu+ (1− αn)x2n), n = 0, 1, ..., (2.9)

x2n = JB
γn(x2n−1), n = 1, 2, ..., (2.10)

trong đó u và x0 là các phần tử bất kỳ trong C. Nếu {xn} là chính qui tiệm cận,
thì {xn} hội tụ mạnh về QSu, với QS : C → S là ánh xạ co rút không giãn theo
tia từ C lên S.

Định lý 2.7. Cho E là một không gian Banach phản xạ, lồi chặt với chuẩn khả
vi gâteaux đều sao cho mọi tập con lồi, compact yếu của E có tính chất điểm bất
động đối với ánh xạ không giãn. Cho C là một tập con lồi, đóng và khác rỗng
của E. Cho A : D(A) ⊂ C → 2E và B : D(B) ⊂ C → 2E là các toán tử j-đơn
điệu thỏa mãn

S := A−10 ∩B−10 6= ∅,

D(A) ⊂ C ⊂ ∩r>0R(I + rA) và D(B) ⊂ C ⊂ ∩r>0R(I + rB). Cho {αn}, {βn},
và {γn} là các dãy số thực dương thỏa mãn các điều kiện:

(i) limn→∞ αn = 0,
∑

∞

n=0
αn = ∞.
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(ii) {βn} và {γn} là các dãy trong [ε,∞), với ε > 0.

Cho {xn} là dãy được xác định bởi (2.9) và (2.10). Nếu {xn} là chính qui
tiệm cận, thì {xn} hội tụ mạnh về QSu, trong đó QS : C → S là ánh xạ co rút
không giãn theo tia từ C lên S.

Bổ đề 2.1. Cho E là một không gian Banach lồi đều. Nếu các dãy {αn}, {βn},
và {γn} thỏa mãn các điều kiện:

(i) limn→∞ αn = 0,
∑

∞

n=0
αn = ∞;

(ii)
∑

∞

n=0
|αn+1 − αn| < ∞ hoặc

(ii*) limn→0 αn+1/αn = 1;

(iii) βn ≥ ε, γn ≥ ε, với ε > 0 nào đó và
∑

∞

n=0
|βn+1 − βn| < ∞,

∑

∞

n=0
|γn+1 −

γn| < ∞,

khi đó dãy {xn} xác định bởi (2.9) và (2.10) là chính qui tiệm cận.
Tiếp theo, ta nghiên cứu sự hội tụ mạnh của dãy lặp {zn} xác định bởi

z2n+1 = JA
βn
(αnf(z2n) + (1− αn)z2n), n = 0, 1, ..., (2.11)

z2n = JB
γn(z2n−1), n = 1, 2, ..., (2.12)

trong đó f : C → C là một ánh xạ co từ C vào chính nó với hệ số co là c ∈ [0, 1).

Định lý 2.8. Cho E là một không gian Banach lồi đều với tính liên tục yếu
theo dãy của ánh xạ đối ngẫu chuẩn tắc j hoặc có chuẩn khả vi Gâteaux đều.
Cho C là một tập con lồi, đóng và khác rỗng của E và cho f : C → C là ánh
xạ co từ C vào chính nó. Cho A : D(A) ⊂ C → 2E và B : D(B) ⊂ C → 2E là
các toán tử j-đơn điệu thỏa mãn

S := A−10 ∩B−10 6= ∅,

D(A) ⊂ C ⊂ ∩r>0R(I + rA) và D(B) ⊂ C ⊂ ∩r>0R(I + rB). Cho {αn}, {βn}
và {γn} là các dãy số thực dương thỏa mãn các điều kiện:

(i) limn→∞ αn = 0,
∑

∞

n=0
αn = ∞;

(ii)
∑

∞

n=0
|αn+1 − αn| < ∞ hoặc

(ii*) limn→0 αn+1/αn = 1;

(iii) βn ≥ r > 0, γn ≥ r > 0, với mọi n, and
∑

∞

n=0
|βn+1 − βn| < ∞ và

∑

∞

n=0
|γn+1 − γn| < ∞.

Khi đó, dãy {zn} xác định bởi (2.11) và (2.12) hội tụ mạnh về phần tử x∗ ∈ S
thỏa mãn QSf(x

∗) = x∗.
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2.3.2. Tính ổn định của phương pháp

Ta đã biết rằng nếu toán tử A là m-j-đơn điệu, thì A thỏa mãn điều kiện
miền. Do đó, ta có kết quả sau:

Định lý 2.9. Cho E là một không gian Banach lồi đều với tính liên tục yếu
theo dãy của ánh xạ đối ngẫu chuẩn tắc j hoặc có chuẩn khả vi Gâteaux đều và
cho f : E → E là ánh xạ co. Cho A : E → 2E và B : E → 2E là các toán tử
m-j-đơn điệu thỏa mãn

S := A−10 ∩B−10 6= ∅.

Cho {αn}, {βn} và {γn} là các dãy số thực dương thỏa mãn các điều kiện:

(i) limn→∞ αn = 0,
∑

∞

n=0
αn = ∞;

(ii)
∑

∞

n=0
|αn+1 − αn| < ∞ hoặc

(ii*) limn→0 αn+1/αn = 1;

(iii) βn ≥ r > 0, γn ≥ r > 0, với mọi n và
∑

∞

n=0
|βn+1−βn| < ∞,

∑

∞

n=0
|γn+1−

γn| < ∞.

Khi đó, dãy {un} xác định bởi u0 ∈ E và

u2n+1 = JA
βn
(αnf(u2n) + (1− αn)u2n + en), n = 0, 1, ...,

u2n = JB
γn(u2n−1 + e′n), n = 1, 2, ...,

hội tụ mạnh về phần tử x∗ ∈ S thỏa mãn QSf(x
∗) = x∗, với {en} và {e′n} là các

dãy sai số thỏa mãn các điều kiện:

(iv)
∑

∞

n=0
‖en‖ < ∞,

∑

∞

n=0
‖e′n‖ < ∞ hoặc

(iv*) limn→∞ ‖en‖/αn = 0, limn→∞ ‖e′n‖/αn = 0.

2.4. Xấp xỉ điểm bất động chung của một họ hữu hạn
dãy ánh xạ gần không giãn

Định lý 2.10. Cho C là tập con lồi đóng khác rỗng của không gian Hilbert thực
H với diam(C) < ∞. Cho Ti = {Ti,n}, i = 1, 2, ..., N là dãy các ánh xạ gần

không giãn từ C vào H tương ứng với dãy {ai,n} sao cho S =
N
⋂

i=1

Fix(Ti) 6= ∅.

Cho Ti : C → H, i = 1, 2, ..., N xác định bởi Ti(x) = lim
n→∞

Ti,n(x) với mọi x ∈ C.

Giả sử rằng lim
n→∞

DC(Ti,n, Ti) = 0 và
N
⋂

i=1

Fix(Ti) =
N
⋂

i=1

Fix(Ti). Với điểm ban đầu
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tùy ý x0 ∈ C, xét dãy {xn} trong C xác định bởi:






































yin = αkxn + (1− αn)Ti,n(xn), i = 1, 2, ..., N,

Ci
n = {z ∈ C : ‖yin − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 + (2diam(C) + ai,n)ai,n},

Cn =
N
⋂

i=1

Ci
n,

Qn = {z ∈ C : 〈xn − z, x0 − xn〉 ≥ 0},

xn+1 = PCn∩Qn
(x0), n ≥ 0,

(2.13)

hoặc






































yin = αnxn + (1− αn)Ti,n(xn), i = 1, 2, ..., N,

Chọn in ∈ argmax
i=1,2,...,N

{‖yin − xn‖},

yn = yinn ,

Cn = {z ∈ C : ‖yn − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 + (2diam(C) + ain,n)ain,n},

Qn = {z ∈ C : 〈xn − z, x0 − xn〉 ≥ 0},

xn+1 = PCn∩Qn
(x0), n ≥ 0,

(2.14)

trong đó 0 ≤ αn ≤ α < 1. Khi đó, dãy {xn} hội tụ mạnh tới PS(x0).

Định lý 2.11. Cho C, Ti = {Ti,n}, Ti với i = 1, 2, ..., N được giả thiết tương tự
như trong Định lí 2.10. Với điểm ban đầu tùy ý x0 ∈ C, xét dãy {xn} trong C
xác định bởi:






































C0 = C,

yin = αnxn + (1− αn)Ti,n(xn), i = 1, 2, ..., N,

Ci
n = {z ∈ Cn : ‖yin − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 + (2diam(C) + ai,n)ai,n},

Cn+1 =
N
⋂

i=1

Ci
n,

xn+1 = PCn+1
(x0), n ≥ 0,

(2.15)

hoặc






































C0 = C,

yin = αnxn + (1− αn)Ti,nxn, i = 1, 2, ..., N,

Chọn in ∈ argmax
i=1,2,...,N

{‖yin − xn‖},

yn = yinn ,

Cn+1 = {z ∈ Cn : ‖yn − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 + (2diam(C) + ain,n)ain,n},

xn+1 = PCn+1
(x0), n ≥ 0,

(2.16)
trong đó 0 ≤ αn ≤ α < 1. Khi đó, dãy {xn} hội tụ mạnh tới PS(x0).
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Chương 3
Xấp xỉ nghiệm của bài toán không điểm chung tách
trong không gian Banach

Trong chương này, đề tài tập trung trình bày các kết quả về phương pháp
lặp song song cho bài toán không điểm chung tách trong không gian Banach

3.1. Sự hội tụ của phương pháp lặp song song

Cho E và F là các không gian Banach lồi đều và trơn và cho JE, JF là các
ánh xạ đối ngẫu chuẩn tắc trên E và F , tương ứng. Cho Ai, i = 1, 2, ..., N và
Bj, j = 1, 2, ...,M là các toán tử đơn điệu cực đại từ E vào 2E

∗

và F vào 2F
∗

,
tương ứng. Cho J i

λ và Qj
µ là các toán tử giải mêtric của Ai với λ > 0 và Bj với

µ > 0, tương ứng. Cho T : E −→ F là một toán tử tuyến tính bị chặn sao cho
T 6= 0 và T ∗ là toán tử liên hợp của T . Giả sử S = ∩N

i=1A
−1
i 0∩T−1(∩M

j=1B
−1
j 0) 6=

∅.
Xét bài toán sau:

Tìm một phần tử x∗ ∈ S. (3.1)

Để giải Bài toán (3.1), ta xây dựng phương pháp lặp sau:
Cho x1 ∈ E và {xn} là dãy được xác định bởi

zj,n = xn − rnJ
−1

E T ∗(JF (Txn −Qj
µn
Txn)), j = 1, 2, ...,M,

Chọn jn sao cho ‖zjn,n − xn‖ = max
j=1,...,M

‖zj,n − xn‖, đặt zn = zjn,n,

yi,n = J i
λn
zn, i = 1, 2, ..., N,

Chọn in sao cho ‖yin,n − zn‖ = max
i=1,...,N

‖yi,n − zn‖, đặt yn = yin,n,

Cn = {z ∈ E : 〈xn − z, JE(xn − zn)〉 ≥ rn‖Txn −Qjn
µn
Txn‖

2},

Dn = {z ∈ E : 〈yn − z, JE(zn − yn)〉 ≥ 0},

Qn = {z ∈ E : 〈xn − z, JE(x1 − xn)〉 ≥ 0},

xn+1 = PCn∩Dn∩Qn
x1, n ≥ 1,

(3.2)

trong đó {λn}, {µn} ⊂ (0,∞) và a, b ∈ R thỏa mãn các bất đẳng thức sau:

0 < a ≤ rn, and 0 < b ≤ λn, µn, ∀n ∈ N.

Trước hết, ta có các bổ đề sau: Sự hội tụ mạnh của phương pháp lặp (3.2) được
cho bởi định lý sau:

Định lý 3.1. Dãy {xn} xác định bởi (3.2) hội tụ mạnh về một phần tử z0 ∈ S,
trong đó z0 = PSx1.
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3.2. Ứng dụng

3.2.1. Bài toán điểm cực tiểu tách

3.2.2. Bài toán chấp nhận tách
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Chương 4
Điểm bất động chung của ánh xạ Bregman không
giãn mạnh

Trong chương này, chúng tôi đề cập đến hai phương pháp lặp song song dựa
trên phương pháp lai chiếu và phương pháp chiếu co hẹp cho bài toán tìm điểm
bất động chung của một họ hữ hạn toán tử Bregman không giãn mạnh trong
không gian Banach phản xạ cùng với một số ứng dụng cho các bài toán liên
quan (bài toán chấp nhận lồi, bài toán tìm không điểm chung của các toán tử
đơn điệu cực đại, bài toán cân bằng, bài toán bất đẳng thức biến phân).

4.1. Phương pháp lặp song song

Cho X là một không gian Banach phản xạ và cho Ti : X −→ X, i =
1, 2., ..., N, là N toán tử BSNE với F (Ti) = F̂ (Ti) với mọi i ∈ {1, 2, ..., N} và
F = ∩N

i=1F (Ti) 6= ∅. Cho f : X −→ R là một hàm Legendre bị chặn, khả vi
Fréchet đều và lồi hoàn toàn trên các tập con bị chặn của X.

Định lý 4.1. Cho {xn} là dãy được xác định bởi


























yin = Tixn, i = 1, 2, ..., N,

in := argmaxi=1,2,...,N{Df (y
i
n, xn)}, yn = yinn ,

Cn = {z ∈ X : Df (z, yn) ≤ Df (z, xn)},

Qn = {z ∈ X : 〈▽f(x0)−▽f(xn), z − xn〉 ≤ 0},

xn+1 = projfCn∩Qn
(x0),

(4.1)

Khi đó, dãy {xn} hội tụ mạnh về projfF (x0) khi n → +∞.

Định lý 4.2. Với mỗi x0 ∈ X, dãy {xn} xác định bởi


























C0 = X,

yin = Tixn, i = 1, 2, ..., N,

in := argmaxi=1,2,...,N{Df (y
i
n, xn)}, yn = yinn ,

Cn+1 = {z ∈ Cn : Df (z, yn) ≤ Df (z, xn)},

xn+1 = projfCn+1
(x0),

(4.2)

hội tụ mạnh về projfF (x0) khi n → +∞.

4.2. Ứng dụng

4.2.1. Bài toán chấp nhận lồi

Định lý 4.3. Cho Ci, i = 1, 2, ..., N là N tập con lồi, đóng và khác rỗng của
X, sao cho C = ∩N

i=1Ci 6= ∅. Cho f : X −→ R là hàm Legendre bị chặn, khả
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vi Fréchet đều và lồi hoàn toàn trên các tập con bị chặn của X. Khi đó, với
mỗi x0 ∈ X, dãy {xn} xác định bởi (4.1) hoặc (4.2) với Ti = projfCi

với mọi

i = 1, 2, ..., N , hội tụ mạnh về projfC(x0), khi n → +∞.

4.2.2. Không điểm chung của các toán tử đơn điệu cực đại

Định lý 4.4. Cho Ai : X −→ 2X
∗

, i = 1, 2, ..., N là N toán tử đơn điệu cực
đại sao cho F = ∩N

i=1A
−1
i 0 6= ∅. Cho f : X −→ R là hàm Legendre bị chặn,

khả vi Fréchet đều và lồi hoàn toàn trên các tập con bị chặn của X. Khi đó,
với mỗi x0 ∈ X, dãy {xn} xác định bởi (4.1) hoặc (4.2) với Ti = ResfAi

với mọi

i = 1, 2, ..., N , hội tụ mạnh về projfF (x0), khi n → +∞.

4.2.3. Bài toán cân bằng

Định lý 4.5. Cho Ci, i = 1, 2, ..., N là N tập con lồi, đóng và khác rống của X.
cho gi : Ci × Ci −→ R, i = 1, 2, ..., N là N song hàm thỏa mãn các điều kiện
C1-C4 sao cho S = ∩N

i=1EP (gi) 6= ∅. Cho f : X −→ R là một hàm Legendre,
bức, bị chặn, khả vi Fréchet đều và lồi hoàn toàn trên các tập con bị chặn của X.
Khi đó, với mỗi x0 ∈ X, dãy {xn} xác định bởi (4.1) hoặc (4.2) với Ti = Resfgi
với mọi i = 1, 2, ..., N , hội tụ mạnh về projfS(x0), khi n → +∞.

4.2.4. Không điểm chung của các toán tử Bregman ngược đơn điệu
mạnh

Ta giả sử hàm Legendre f thỏa mãn điều kiện miền sau:

ran (▽f − A) ⊂ ran (▽f). (4.3)

Định lý 4.6. Cho Ci, i = 1, 2, ..., N là N là các tập con lồi, đóng và khác rỗng
của X sao cho C = ∩N

i=1Ci 6= ∅. Cho Ai : X −→ 2X
∗

, i = 1, 2, ..., N là N toán
tử BISM sao cho Ci ⊂ domAi và S = ∩N

i=1A
−1
i (0) 6= ∅. Cho f : X −→ R là một

hàm Legendre, bị chặn, khả vi Fréchet đều và lồi hoàn toàn trên các tập con bị
chặn của X. Giả sử điều kiện miền (4.3) được thỏa mãn với mỗi Ai. Khi đó,
với mỗi x0 ∈ X, dãy {xn} xác định bởi (4.1) hoặc (4.2) với Ti = Af

i với mọi
i = 1, 2, ..., N , hội tụ mạnh về projfS(x0), khi n → +∞.

4.2.5. Bất đẳng thức biến phân

Định lý 4.7. Cho Ci, i = 1, 2, ..., N là N là các tập con lồi, đóng và khác rỗng
của X sao cho C = ∩N

i=1Ci 6= ∅. Cho Ai : X −→ X∗, i = 1, 2, ..., N là N toán
tử BISM sao cho Ci ⊂ domAi và S = ∩N

i=1V I(Ci, Ai) 6= ∅. Cho f : X −→ R

là một hàm Legendre, bị chặn, khả vi Fréchet đều và lồi hoàn toàn trên các tập
con bị chặn của X. Giả sử điều kiện miền (4.3) được thỏa mãn với mỗi Ai. Khi
đó, với mỗi x0 ∈ X, dãy {xn} xác định bởi (4.1) hoặc (4.2) với Ti = Af

i với mọi
i = 1, 2, ..., N , hội tụ mạnh về projfS(x0), khi n → +∞.
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4.3. Hệ bài toán cân bằng hỗn hợp tổng quát

Cho Ci, i = 1, 2, ..., N là các tập con lồi, đóng và khác rỗng của X. Cho
f : X −→ R là hàm Legendre bức, bị chặn, khả vi Fréchet đều và lồi hoàn toàn
trên các tập con bị chặn của X. Giả sử Θi : Ci × Ci −→ R thỏa mãn các điều
kiện C1)-C4), ϕi : Ci −→ R là các hàm lồi nửa liên tục dưới từ Ci vào R và
Ψi : Ci −→ X∗ là các toán tử đơn điệu, liên tục, với mọi i = 1, 2, ..., N . Giả sử
rằng F = ∩N

i=1GMEP (Θi, ϕi,Ψi) 6= ∅.
Chúng tôi đã thu được các kết quả dưới đây:

Định lý 4.8. Với mỗi x0 ∈ X, dãy {xn} xác định bởi


























yin = Resf
Θi,ϕi,Ψi

xn, i = 1, 2, ..., N,

in := argmaxi=1,2,...,N{Df (y
i
n, xn)}, yn = yinn ,

Cn = {z ∈ X : Df (z, yn) ≤ Df (z, xn)},

Qn = {z ∈ X : 〈▽f(x0)−▽f(xn), z − xn〉 ≤ 0},

xn+1 = projfCn∩Qn
(x0), n ≥ 0

(4.4)

hội tụ mạnh về projfF (x0) khi n → +∞.

Định lý 4.9. Với mỗi x0 ∈ X, dãy {xn} xác định bởi


























C0 = X,

yin = Resf
Θi,ϕi,Ψi

xn, i = 1, 2, ..., N,

in := argmaxi=1,2,...,N{Df (y
i
n, xn)}, yn = yinn ,

Cn+1 = {z ∈ Cn : Df (z, yn) ≤ Df (z, xn)},

xn+1 = projfCn+1
(x0),

(4.5)

hội tụ mạnh về projfF (x0) khi n → +∞.

Định lý 4.10. Với mỗi x0 ∈ X, dãy {xn} xác định bởi


























Q0 = X,

yin = Resf
Θi,ϕi,Ψi

xn, i = 1, 2, ..., N,

in := argmaxi=1,2,...,N{Df (y
i
n, xn)}, yn = yinn ,

Qn+1 = {z ∈ Qn : 〈▽f(xn)−▽f(yn), z − yn〉 ≤ 0},

xn+1 = projfQn+1
(x0),

(4.6)

hội tụ mạnh về projfF (x0) khi n → +∞.



Kết luận

Trong đề tài, chúng tôi đã đạt được một số kết quả cơ bản sau:

• Trình bày một số vấn đề cơ bản về cấu trúc hình học của không gian
Banach; một số phương pháp lặp để xấp xỉ không điểm của toán tử j-đơn
điệu (phương pháp điểm gần kề, phương pháp lặp kiểu Halpern và phương
pháp xấp xỉ mềm);

• Đề xuất phương pháp lai ghép xấp xỉ không điểm của một toán tử m-j-đơn
điệu;

• Trình bày kết quả đạt được của đề tài về phương pháp lặp luân phiên kết
hợp với phương pháp xấp xỉ mềm và phương pháp prox-Tikhonov cho bài
toán tìm không điểm chung của hai toán tử j-đơn điệu trong không gian
Banach;

• Đề xuất các phương pháp lặp song song cho bài toán tìm điểm bất động
chung của một họ hữu hạn dãy ánh xạ gần không giãn trong không gian
Hilbert;

• Phương pháp lặp song song cho bài toán không điểm chung tách trong
không gian Banach;

• Trình bày hai phương pháp lặp song song cho bài toán tìm điểm bất động
chung của một họ hữu hạn toán tử Bregman không giãn mạnh và hệ bài
toán cân bằng hỗn hợp tổng quát trong không gian Banach phản xạ;

• Đưa ra một số ứng dụng của các kết quả thu được cho các bài toán liên
quan, cùng với đó là một số ví dụ đơn giản nhằm minh họa thêm cho các
phương pháp.


