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H không gian Hilbert thực

E không gian Banach thực

E∗ không gian đối ngẫu của E

SE mặt cầu đơn vị của E

E∗∗ không gian liên hợp thứ hai của E

R tập hợp các số thực

R+ tập hợp các số thực không âm

R
n không gian Euclide thực n chiều

N tập hợp các số tự nhiên

∅ tập hợp rỗng

∀ với mọi

∩ hoặc
⋂

phép giao

d(x, C) khoảng cách từ phần tử x đến tập hợp C

PC phép chiếu mêtric từ E (hoặc H) lên C

I ánh xạ đơn vị

〈x, x∗〉 giá trị của x∗ ∈ E∗ tại điểm x ∈ E

〈x, y〉 tích vô hướng của x ∈ H và y ∈ H

xT chuyển vị của véctơ x

J ánh xạ đối ngẫu chuẩn tắc

j ánh xạ đối ngẫu chuẩn tắc đơn trị

µ giới hạn Banach

∇ϕ(x) gradient của hàm ϕ(x)
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R(F ) miền ảnh của ánh xạ F

D(F ) miền xác định của ánh xạ F

Fix(T ) tập điểm bất động của ánh xạ T

VIP(A,C) bài toán bất đẳng thức biến phân với A : C → H

Sol(VIP(A,C)) tập nghiệm của bài toán VI(A,C)

VIP∗(F,C) bài toán bất đẳng thức biến phân trên

C :=
∞
⋂

i=1

Fix(Ti) với F : E → E

Sol(VIP∗(F,C)) tập nghiệm của bài toán VIP∗(F,C)

A−1 ánh xạ ngược của ánh xạ A

JA
r toán tử giải của ánh xạ A với JA

r := (I + rA)−1

JA toán tử giải của ánh xạ A tương ứng với r = 1

lim sup
k→∞

xk giới hạn trên của dãy {xk}

lim inf
k→∞

xk giới hạn dưới của dãy {xk}

xk → x0 {xk} hội tụ mạnh tới x0

diam(C) đường kính của tập C

B(C) tập các tập con bị chặn của C

DC(Ti, Tj) khoảng cách DC(Ti, Tj) = sup
x∈C

‖Ti(x)− Tj(x)‖
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Mở đầu

0.1. Tính cấp thiết của đề tài

Cho H là không gian Hilbert thực và C là tập con lồi đóng khác rỗng của

H. Cho F : H → H là ánh xạ xác định trên H. Mô hình bài toán bất đẳng

thức biến phân cổ điển có dạng:

Tìm x∗ ∈ C sao cho: 〈F (x∗), x− x∗〉 ≥ 0, ∀x ∈ C, (0.1)

Bài toán bất đẳng thức biến phân (0.1) đã được đề xuất vào những năm

đầu của thập niên 60 thế kỉ XX, gắn liền với những nghiên cứu của Lions,

Stampacchia và cộng sự [28], [39], [40]. Từ đó đến nay, bất đẳng thức biến

phân luôn là một chủ đề nghiên cứu mang tính thời sự. Bài toán đã thu hút

được nhiều nhà khoa học quan tâm nghiên cứu bởi bài toán này bao hàm

nhiều bài toán lí thuyết như: bài toán cực trị [34], [63]; bài toán điểm bất

động [1], [34]; bài toán cân bằng [22], [23], [35]; bài toán bù [21], [34]; phương

trình với toán tử đơn điệu [2]; bài toán biên có dạng của phương trình đạo

hàm riêng [5], [34] . . . và nhiều bài toán thực tiễn như: bài toán khôi phục

tín hiệu [20]; bài toán phân phối băng thông [29], [31], [32]; kiểm soát năng

lượng trong hệ thống mạng CDMA [30] và kĩ thuật xử lí tín hiệu băng tần

[50] . . . Vì thế bài toán này là một công cụ mạnh và thống nhất trong nghiên

cứu nhiều mô hình bài toán lí thuyết và ứng dụng thực tế.

Để có thể ứng dụng bài toán bất đẳng thức biến phân vào thực tiễn,

chúng ta cần xây dựng những phương pháp giải số hiệu quả cho bài toán

này. Vì lẽ đó, một trong những hướng nghiên cứu quan trọng hiện nay dành

được sự quan tâm của nhiều nhà toán học trong và ngoài nước đó là việc đề

xuất các phương pháp mới tìm nghiệm của bài toán (0.1) hoặc cải tiến hiệu
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quả của nhiều phương pháp đã có. Cho đến nay người ta đã thiết lập được

nhiều kĩ thuật giải bất đẳng thức biến phân dựa trên phương pháp chiếu của

Goldstein [24], Polyak [25], [38], [46], phương pháp điểm gần kề của Martinet

[42], Rokaffellar [47], nguyên lý bài toán phụ của Cohen [17], phương pháp

hiệu chỉnh dạng Browder-Tikhonov [7], [55], phương pháp điểm gần kề hiệu

chỉnh của Lehdili và Moudafi [37], Ryazantseva [48] và phương pháp điểm

gần kề quán tính do Alvarez và Attouch [3] đề xuất hoặc dựa trên một số

kĩ thuật tìm điểm bất động như phương pháp lặp Krasnosel’skii-Mann [36],

[43], phương pháp lặp Halpern [27] và phương pháp xấp xỉ mềm [44].

Mặt khác, nhiều bài toán thuộc lĩnh vực công nghệ truyền thông hiện

đại đã đề cập ở trên có thể quy về mô hình bài toán (0.1) với C được cho

dưới dạng ẩn là tập điểm bất động chung của một họ các ánh xạ không giãn

Ti (i ∈ I), ở đây I là tập chỉ số nào đó. Khi đó, một vấn đề đặt ra là xác định

phương pháp lặp xấp xỉ nghiệm cho bài toán (0.1) như thế nào nếu chúng

ta có dạng hiện của các ánh xạ không giãn Ti? Xuất phát từ ý tưởng này,

năm 2001, Yamada [61] đã xây dựng phương pháp lai ghép đường dốc nhất

mà phương pháp này hội tụ mạnh về một thành phần nằm trong tập điểm

bất động chung của họ hữu hạn các ánh xạ không giãn đồng thời thỏa mãn

là nghiệm của bài toán (0.1). Từ đó đến nay, đã có nhiều công trình nghiên

cứu nhằm mở rộng hoặc cải tiến phương pháp của Yamada theo nhiều hướng

khác nhau. Chẳng hạn, theo hướng làm giảm nhẹ điều kiện đặt lên dãy tham

số lặp [9], [59], [64] hoặc mở rộng cho bài toán trong những trường hợp phức

tạp hơn, chẳng hạn như khi C là tập điểm bất động chung của một họ vô

hạn các ánh xạ không giãn [33], [57], [62] hoặc nghiên cứu mở rộng từ không

gian Hilbert H tới lớp không gian Banach E [10], [11], [15], [19] . . .

Có thể khẳng định rằng, bài toán bất đẳng thức biến phân đã và đang được

nhiều nhà toán học trong và ngoài nước quan tâm nghiên cứu theo nhiều con

đường tiếp cận khác nhau nhằm xây dựng các phương pháp giải hữu hiệu để

có thể ứng dụng trong thực tiễn. Việc đề xuất mới và xây dựng các phương

pháp giải bất đẳng thức biến phân là một vấn đề được nảy sinh một cách tự

nhiên và cần thiết để làm phong phú và hoàn thiện thêm cho lý thuyết về bài

toán quan trọng này. Vì những lí do đã phân tích ở trên, chúng tôi lựa chọn
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đề tài nghiên cứu là "Phương pháp lặp hiện giải bất đẳng thức biến
phân với toán tử loại đơn điệu".

0.2. Mục tiêu của đề tài

Mục tiêu của đề tài là nghiên cứu đề xuất các phương pháp lặp dạng hiện

xấp xỉ nghiệm cho một lớp bài toán bất đẳng thức biến phân. Cụ thể:

1. Xây dựng các phương pháp lặp dạng hiện mới xấp xỉ nghiệm cho lớp

bài toán nghiên cứu có cấu trúc đơn giản và có thể tính toán song song được.

Đưa ra điều kiện và chứng minh sự hội tụ của các phương pháp.

2. Xây dựng các ví dụ số cụ thể minh họa và tương quan với một số phương

pháp đã có.

3. Ứng dụng xấp xỉ nghiệm cho bài toán cực trị lồi.

0.3. Nội dung nghiên cứu của đề tài

Báo cáo tổng kết đề tài gồm phần mở đầu, hai chương, kết luận và tài liệu

tham khảo.

Chương 1 giới thiệu sơ lược về một số vấn đề liên quan đến cấu trúc hình

học của các không gian Banach, lớp bài toán nghiên cứu, một số mệnh đề

và bổ đề cần sử dụng cho việc chứng minh các kết quả nghiên cứu đạt được.

Đồng thời trình bày phương pháp lặp kiểu Krasnosel’skii-Mann đường dốc

nhất xấp xỉ nghiệm cho một lớp bài toán nghiên cứu. Bên cạnh đó trình bày

phương pháp chiếu lai ghép và chiếu co hẹp để giải bài toán tìm điểm bất

động chung của một họ hữu hạn các ánh xạ không giãn trong không gian

Hilbert thực cùng các ứng dụng trong việc xấp xỉ nghiệm cho bài toán hệ bất

đẳng thức biến phân đơn điệu.

Chương 2 trình bày ba phương pháp lai ghép đường dốc nhất xấp xỉ nghiệm

cho lớp bài toán nghiên cứu trên không gian Banach phản xạ thực, lồi chặt

và có chuẩn khả vi Gâteaux đều. Bên cạnh đó, trình bày các ví dụ số cụ thể

minh họa và ứng dụng trong bài toán tìm cực trị của hàm lồi.



4

Chương 1

Phương pháp lai ghép đường dốc

nhất, chiếu lai ghép và chiếu co hẹp

Trong chương này, chúng tôi nghiên cứu phương pháp lai ghép đường dốc

nhất xấp xỉ nghiệm cho một lớp bài toán bất đẳng thức biến phân trên tập

điểm bất động của ánh xạ không giãn trong không gian Banach. Bên cạnh

đó, nghiên cứu phương pháp chiếu lai ghép và phương pháp chiếu co hẹp tìm

điểm bất động chung của một họ hữu hạn các ánh xạ gần không giãn trong

không gian Hilbert thực. Đồng thời áp dụng các kết quả nghiên cứu mới theo

hướng này xấp xỉ nghiệm cho bài toán hệ bất đẳng thức biến phân với các

toán tử đơn điệu.

1.1. Không gian Banach và giới hạn Banach

Cho E là không gian Banach thực, E∗ và E∗∗ tương ứng là không gian đối

ngẫu và không gian liên hợp thứ hai của E.

Định nghĩa 1.1. Không gian Banach E được gọi là phản xạ nếu với mọi

phần tử x∗∗ ∈ E∗∗ đều tồn tại phần tử x ∈ E sao cho

〈x, x∗〉 = 〈x∗, x∗∗〉 ∀x∗ ∈ E∗.

Mệnh đề 1.1. (Định lí 1.9.26, trang 42, [1])

Cho E là một không gian Banach thực. Khi đó, E là không gian phản xạ

khi và chỉ khi mọi dãy bị chặn trong E đều có dãy con hội tụ yếu.

Định nghĩa 1.2. Không gian Banach E được gọi là lồi đều nếu với mọi

0 < ǫ ≤ 2 và các bất đẳng thức ‖x‖ ≤ 1, ‖y‖ ≤ 1, ‖x − y‖ ≥ ǫ thỏa mãn thì
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tồn tại một số δ = δ(ǫ) > 0 sao cho

‖(x+ y)/2‖ ≤ 1− δ.

Định nghĩa 1.3. Không gian Banach E được gọi là lồi chặt nếu với mọi

điểm x, y ∈ SE, x 6= y thì

‖(1− λ)x+ λy‖ < 1 ∀λ ∈ (0, 1),

trong đó SE = {x ∈ E : ‖x‖ = 1} là mặt cầu đơn vị của E.

Mệnh đề 1.2. (Định lí 1.6, trang 3, [18])

Mọi không gian Banach lồi đều là lồi chặt.

Mệnh đề 1.3. (Định lí 2.2.8, trang 56, [1] hoặc Định lí 1.17, trang 8, [18])

Mọi không gian Banach lồi đều là không gian phản xạ.

Mệnh đề 1.4. (Hệ quả 2.10.3 và Định lí 2.10.4, trang 116, [1])

Cho C là tập con lồi đóng khác rỗng của không gian Banach phản xạ và lồi

chặt E. Khi đó, với mỗi x ∈ E tồn tại duy nhất một điểm y ∈ C thỏa mãn

‖x− y‖ = d(x, C),

với d(x, C) = inf
z∈C

‖x− z‖.

Chú ý 1.1. Điểm y ∈ C trong Mệnh đề 1.4 còn được gọi là xấp xỉ tốt nhất

của x ∈ E bởi C.

Định nghĩa 1.4. Cho C là tập con lồi đóng khác rỗng của không gian Banach

phản xạ E. Ánh xạ PC : E → 2C xác định bởi

PC(x) =

{

y ∈ C : ‖x− y‖ = d(x, C) ∀x ∈ E

}

được gọi là phép chiếu mêtric từ E lên C.

Định nghĩa 1.5. Tập con C của không gian Banach E được gọi là tập

Chebyshev trong E nếu mỗi điểm x ∈ E có duy nhất một điểm y ∈ C là xấp

xỉ tốt nhất của x.

Nhận xét 1.1.
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i) Từ Mệnh đề 1.4 suy ra mọi tập con lồi đóng khác rỗng của một không gian

Banach phản xạ và lồi chặt đều là tập Chebyshev.

ii) Với mọi tập Chebyshev C ⊂ E, ta có PC(x) là tập chỉ gồm một phần tử.

Hơn nữa, ‖x− PC(x)‖ = d(x, C) với mọi x ∈ E.

Nhận xét 1.2. PC là ánh xạ không giãn.

Định nghĩa 1.6. Một ánh xạ J : E → 2E
∗

(nói chung là đa trị) thỏa mãn

điều kiện

J(x) = {x∗ ∈ E∗ : 〈x, x∗〉 = ‖x‖‖x∗‖ và ‖x∗‖ = ‖x‖},

được gọi là ánh xạ đối ngẫu chuẩn tắc của E.

Chú ý 1.2. Ánh xạ J tồn tại trên mọi không gian Banach. Khẳng định này

được suy ra như một hệ quả trực tiếp của Định lí Hahn-Banach (Nhận xét

4.2, trang 25, [16] hoặc Bổ đề 3.4, trang 20, [18]). Trong trường hợp ánh xạ

đối ngẫu chuẩn tắc là đơn trị ta sẽ kí hiệu là j.

Nhận xét 1.3. Trong không gian Hilbert H ánh xạ đối ngẫu chuẩn tắc J

của H là ánh xạ đơn vị I.

Một số tính chất cơ bản của ánh xạ đối ngẫu chuẩn tắc được trình bày

trong mệnh đề dưới đây.

Mệnh đề 1.5. (Mệnh đề 2.4.5, trang 69, [1])

Cho E là không gian Banach thực và J : E → 2E
∗

là ánh xạ đối ngẫu

chuẩn tắc của E. Khi đó, ta có các khẳng định sau:

i) J(0) = {0}.

ii) Với mỗi x ∈ E, J(x) là tập lồi đóng bị chặn và khác rỗng.

iii) J(λx) = λJ(x) với mọi x ∈ E và λ ∈ R.

iv) Nếu E∗ là không gian lồi chặt thì J là ánh xạ đơn trị.

Định nghĩa 1.7. Chuẩn của E được gọi là khả vi Gâteaux tại điểm x0 ∈ SE

nếu với mỗi y ∈ SE giới hạn sau

lim
t→0

‖x0 + ty‖ − ‖x0‖
t

,
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tồn tại và kí hiệu là 〈y,∇‖x0‖〉. Khi đó, ∇‖x0‖ được gọi là gradient của

chuẩn ‖x‖ tại x = x0. Chuẩn của E được gọi là khả vi Gâteaux nếu nó khả vi

Gâteaux tại mọi điểm của SE. Chuẩn của E được gọi là khả vi Gâteaux đều

nếu với mỗi y ∈ SE giới hạn trên tồn tại đều theo x ∈ SE.

Định nghĩa 1.8. Không gian Banach E được gọi là trơn nếu với mỗi x ∈ SE

tồn tại duy nhất một phiếm hàm x∗ ∈ E∗ sao cho 〈x, x∗〉 = ‖x‖ và ‖x∗‖ = 1.

Mệnh đề 1.6. (Định lí 2.6.6, trang 92, [1])

Không gian Banach E trơn khi và chỉ khi chuẩn của E là khả vi Gâteaux

trên E\{0}.

Mệnh đề 1.7. [15]

Cho E là không gian Banach trơn. Khi đó, ta có

‖x‖2 + 2〈y, j(x)〉 ≤ ‖x+ y‖2 ≤ ‖x‖2 + 2〈y, j(x+ y)〉

với mọi x, y ∈ E.

Mệnh đề 1.8. (Hệ quả 2.6.9, trang 93, [1])

Cho E là không gian Banach và J là ánh xạ đối ngẫu chuẩn tắc. Khi đó,

các khẳng định sau tương đương:

i) E là không gian trơn.

ii) J là đơn trị.

iii) Chuẩn của E là khả vi Gâteaux với ∇‖x‖ = ‖x‖−1J(x).

Độ trơn của không gian Banach E còn được biểu diễn qua mô đun trơn.

Định nghĩa 1.9. Cho E là không gian Banach. Hàm ρE : R+ → R+ được

gọi là mô đun trơn của E nếu

ρE(t) = sup

{‖x+ y‖+ ‖x− y‖
2

− 1 : ‖x‖ = 1, ‖y‖ = t

}

= sup

{‖x+ ty‖+ ‖x− ty‖
2

− 1 : ‖x‖ = ‖y‖ = 1

}

, t ≥ 0.

Tính trơn đều và q-trơn đều (q > 1) của không gian Banach được định

nghĩa thông qua mô đun trơn như sau.
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Định nghĩa 1.10. Không gian Banach E được gọi là trơn đều nếu

lim
t→0

ρE(t)

t
= 0.

Mệnh đề 1.9. (Định lí 2.8.3, trang 98 và Định lí 2.8.6, trang 99, [1])

Mọi không gian Banach trơn đều là không gian trơn và phản xạ.

Định nghĩa 1.11. Với q > 1, không gian Banach E được gọi là không gian

q-trơn đều nếu tồn tại hằng số β > 0 sao cho

ρE(t) ≤ βtq, t > 0.

Chú ý 1.3. Nếu E là không gian Banach q-trơn đều (trang 52, [18]) thì luôn

tồn tại hằng số dq > 0 thỏa mãn

‖x+ y‖q ≤ ‖x‖q + q〈y, jq(x)〉+ dq‖y‖q ∀x, y ∈ E,

trong đó jq(x) = ‖x‖q−2j(x). Khi đó, không gian Banach E còn được gọi là

không gian không gian Banach q-trơn đều với hằng số dq.

Mối liên hệ giữa tính trơn và lồi chặt, tính trơn đều và lồi đều của E với

không gian đối ngẫu E∗ của nó được phát biểu trong các mệnh đề sau.

Mệnh đề 1.10. (Định lí 2.6.5, trang 92, [1])

Cho E là không gian Banach phản xạ. Khi đó, ta có các khẳng định sau:

i) E là không gian trơn khi và chỉ khi E∗ là không gian lồi chặt.

ii) E là không gian lồi chặt khi và chỉ khi E∗ là không gian trơn.

Mệnh đề 1.11. (Định lí 2.8.4, trang 98 và Định lí 2.8.5, trang 99, [1])

Cho E là không gian Banach. Khi đó, Khi đó, ta có các khẳng định sau:

i) E∗ là không gian lồi đều khi và chỉ khi E là không gian trơn đều.

ii) E là không gian lồi đều khi và chỉ khi E∗ là không gian trơn đều.

Định nghĩa 1.12. Ánh xạ đối ngẫu chuẩn tắc j : E → E∗ được gọi là

i) liên tục yếu theo dãy nếu với mọi dãy {xk} hội tụ yếu tới điểm x thì j(xk)

hội tụ tới j(x) theo tôpô yếu∗ trong E∗.

ii) liên tục mạnh-yếu∗ nếu với mọi dãy {xk} hội tụ mạnh tới điểm x thì j(xk)

hội tụ tới j(x) theo tôpô yếu∗ trong E∗.
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Mệnh đề 1.12. (Mệnh đề 5.13, trang 51, [18])

Nếu không gian Banach E có chuẩn khả vi Gâteaux đều thì ánh xạ đối

ngẫu chuẩn tắc j : E → E∗ liên tục đều mạnh-yếu∗ trên các tập con bị chặn

của E.

Tiếp theo, chúng tôi trình bày một số kết quả cơ bản về giới hạn Banach.

Xét không gian các dãy số bị chặn

l∞ := {a = (a1, a2, . . . , ak, . . . ) : sup
k

|ak| < ∞}.

Kí hiệu µk(ak+m) thay cho µ(am+1, am+2, . . . , am+k, . . . ) với m ∈ N.

Định nghĩa 1.13. Phiếm hàm µ : l∞ → R được gọi là giới hạn Banach nếu

thỏa mãn

i) µ là tuyến tính liên tục,

ii) ‖µ‖ = µ(1, 1, . . . , 1, . . . ) = 1,

iii) µk(ak+1) = µk(ak) với mỗi (a1, a2, . . . , ak, . . . ) ∈ l∞.

Sự tồn tại của giới hạn Banach được đảm bảo nhờ Định lí Hahn-Banach.

Mệnh đề 1.13. (Định lí 2.9.4, trang 109, [1])

Luôn tồn tại phiếm hàm tuyến tính liên tục µ trên không gian l∞ sao cho

‖µ‖ = µk(1) = 1 và µk(ak+1) = µk(ak) với mỗi (a1, a2, . . . , ak, . . . ) ∈ l∞.

Một vài tính chất quan trọng của giới hạn Banach được phát biểu trong

các mệnh đề dưới đây.

Mệnh đề 1.14. (Mệnh đề 2.9.5, trang 110, [1])

Cho µ là giới hạn Banach. Khi đó

lim inf
k→∞

ak ≤ µk(ak) ≤ lim sup
k→∞

ak,

với mỗi a = (a1, a2, ...) ∈ l∞. Hơn nữa, nếu ak → x0 thì µk(ak) = µ(a) = x0.

Nhận xét 1.4. Nếu a = (a1, a2, . . . ) ∈ l∞, b = (b1, b2, . . . ) ∈ l∞ và ak−bk → 0

thì µk(ak) = µk(bk).
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Mệnh đề 1.15. [53]

Giả sử E là không gian Banach có chuẩn khả vi Gâteaux đều và C là tập

con lồi đóng khác rỗng của E. Cho {xk} ⊂ E là một dãy bị chặn, z ∈ C và

µ là giới hạn Banach. Khi đó,

µk‖xk − z‖2 = min
u∈C

µk‖xk − u‖2

khi và chỉ khi µk〈u− z, j(xk − z)〉 ≤ 0 với mọi u ∈ C.

1.2. Ánh xạ liên tục Lipschitz và ánh xạ j-đơn điệu

Trong phần này, chúng tôi trình bày một số khái niệm về ánh xạ liên tục

L-Lipschitz, ánh xạ loại j-đơn điệu và ánh xạ γ-giả co chặt. Một số kết quả

liên quan cũng được giới thiệu cụ thể.

Định nghĩa 1.14. Cho C là tập con khác rỗng của không gian Banach E.

i) Ánh xạ T : C → E được gọi là ánh xạ liên tục L-Lipschitz nếu tồn tại

hằng số L ≥ 0 sao cho

‖Tx− Ty‖ ≤ L‖x− y‖ ∀x, y ∈ C. (1.1)

ii) Trong (1.1), nếu L ∈ [0, 1) thì T được gọi là ánh xạ co; nếu L = 1 thì T

được gọi là ánh xạ không giãn.

Mệnh đề 1.16. (Định lí 5.2.7, trang 232, [1])

Cho C là tập con lồi trong không gian Banach lồi chặt E và T : C → E là

ánh xạ không giãn. Khi đó nếu tập điểm bất động

Fix(T ) := {x ∈ C : T (x) = x}

của ánh xạ T là khác rỗng thì nó là tập lồi.

Chú ý 1.4. Do tính liên tục của ánh xạ không giãn T nên tập Fix(T ) luôn

là tập đóng.

Hệ quả 1.1. (Hệ quả 5.2.9, trang 233, [1])

Cho C là tập con lồi đóng khác rỗng trong không gian Banach lồi chặt E

và T : C → E là ánh xạ không giãn. Khi đó, Fix(T ) là tập lồi đóng.
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Định nghĩa 1.15. Cho E là không gian Banach. Ánh xạ F : E → E với

miền xác định D(F ) được gọi là

i) j-đơn điệu nếu với mọi x, y ∈ D(F ), tồn tại j(x− y) ∈ J(x− y) sao cho

〈F (x)− F (y), j(x− y)〉 ≥ 0.

ii) j-đơn điệu mạnh với hệ số η nếu với mọi x, y ∈ D(F ), tồn tại hằng số

η > 0 và j(x− y) ∈ J(x− y) sao cho

〈F (x)− F (y), j(x− y)〉 ≥ η‖x− y‖2.

iii) j-đơn điệu mạnh ngược với hệ số α nếu với mọi x, y ∈ D(F ), tồn tại hằng

số α > 0 và j(x− y) ∈ J(x− y) sao cho

〈F (x)− F (y), j(x− y)〉 ≥ α‖F (x)− F (y)‖2.

iv) j-đơn điệu cực đại nếu F là ánh xạ j-đơn điệu và R(rF + I) = E với mỗi

r > 0.

Chú ý 1.5. Nếu E là không gian Hilbert thì các khái niệm j-đơn điệu và

j-đơn điệu mạnh với hệ số η tương ứng trùng với khái niệm ánh xạ đơn điệu

và ánh xạ η-đơn điệu mạnh.

Định nghĩa 1.16. Cho E là không gian Banach. Ánh xạ F : E → E với miền

xác định D(F ) được gọi là γ-giả co chặt (theo nghĩa Browder và Petryshyn

[18]) nếu với mọi x, y ∈ D(F ), tồn tại hằng số γ > 0 và j(x− y) ∈ J(x− y)

sao cho

〈F (x)− F (y), j(x− y)〉 ≤ ‖x− y‖2 − γ‖(I − F )(x)− (I − F )(y)‖2.

Mệnh đề 1.17. [15]

Cho E là không gian Banach trơn và F : E → E là ánh xạ j-đơn điệu

mạnh với hệ số η và γ-giả co chặt với η + γ > 1. Khi đó,

i) Với mọi λ ∈ (0, 1), I − λF là ánh xạ co với hệ số co 1 − λτ, trong đó

τ = 1−
√

(1− η)/γ ∈ (0, 1).

ii) Ánh xạ I − F là ánh xạ co với hệ số co
√

(1− η)/γ.
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1.3. Một lớp bài toán bất đẳng thức biến phân

1.3.1 Mô hình bài toán

Cho E là không gian Banach phản xạ thực, lồi chặt và có chuẩn khả vi

Gâteaux đều. Cho F : E → E là ánh xạ j-đơn điệu mạnh với hệ số η và γ-giả

co chặt với η + γ > 1. Giả sử {Ti} là họ vô hạn đếm được các ánh xạ không

giãn trên E với C :=
∞
⋂

i=1

Fix(Ti) 6= ∅, trong đó Fix(Ti) := {x ∈ E : Ti(x) = x}

là tập điểm bất động của ánh xạ Ti.

Lớp bài toán bất đẳng thức biến phân, kí hiệu là VIP∗(F,C), được phát

biểu như sau:

Tìm x∗ ∈ C sao cho: 〈F (x∗), j(x− x∗)〉 ≥ 0, ∀x ∈ C, (1.2)

trong đó j là ánh xạ đối ngẫu chuẩn tắc của E. Điểm x∗ ∈ C thỏa mãn (1.2)

được gọi là nghiệm của bài toán VIP∗(F,C). Tập tất cả các nghiệm của bài

toán VIP∗(F,C) được kí hiệu là Sol(VIP∗(F,C)).

Chú ý 1.6. Bài toán (1.2) đã được Aoyama và các cộng sự [4] đề xuất lần

đầu vào năm 2006 và các tác giả cũng đã chỉ ra bài toán này có liên hệ với

nhiều bài toán như bài toán điểm bất động của ánh xạ phi tuyến, bài toán

xác định không điểm của toán tử j-đơn điệu.

Nhận xét 1.5. Khi E là không gian Hilbert H thì bài toán (1.2) trở thành

bài toán bất đẳng thức biến phân (0.1) đã đề cập đến trong phần mở đầu.

Trong trường hợp này ta kí hiệu bài toán là VIP(F,C) và tập nghiệm tương

ứng là Sol(VIP(F,C)).

Nhận xét 1.6. Nếu F : E → E là ánh xạ j-đơn điệu mạnh với hệ số η > 0

thì nghiệm nếu có của bài toán VIP∗(F,C) là duy nhất.

1.3.2 Phương pháp lai ghép đường dốc nhất

Năm 2001, Yamada [61] đã xây dựng phương pháp lai ghép đường dốc

nhất mà phương pháp này hội tụ mạnh về một thành phần nằm trong tập

điểm bất động chung của họ hữu hạn các ánh xạ không giãn đồng thời thỏa

mãn là nghiệm của bài toán bất đẳng thức biến phân VIP(F,C). Cụ thể,
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khi C := Fix(T ) là tập điểm bất động của một ánh xạ không giãn, Yamada

đã thiết lập được định lí hội tụ mạnh sau.

Định lí 1.1. [61]

Cho F : H → H là ánh xạ liên tục L-Lipschitz và η-đơn điệu mạnh trên H.

Cho T : H → H là ánh xạ không giãn trên H với Fix(T ) 6= ∅. Giả sử

ρ ∈ (0, 2η/L2) và dãy λk ∈ (0, 1] thỏa mãn các điều kiện:

(L1) lim
k→∞

λk = 0,

(L2)
∞
∑

k=1

λk = ∞,

(L3) lim
k→∞

(λk − λk+1)λ
−2
k+1 = 0.

Khi đó, với điểm ban đầu tùy ý x0 ∈ H, dãy lặp xác định bởi

xk+1 = T (xk)− λk+1ρF (T (xk)), k = 0, 1, 2, . . . (1.3)

hội tụ mạnh tới nghiệm duy nhất x∗ của bài toán (0.1).

Trong trường hợp C :=
N
⋂

i=1

Fix(Ti) là tập điểm bất động chung của một họ

hữu hạn các ánh xạ không giãn Ti : H → H, dãy lặp xoay vòng xấp xỉ nghiệm

cho bài toán (0.1) được Yamada xây dựng có dạng






x0 ∈ H,

xk+1 = T[k+1](xk)− λk+1ρF (T[k+1](xk)), k = 0, 1, 2, . . .
(1.4)

ở đây [k] := kmodN là hàm modulo lấy giá trị trong tập {1, 2, 3, . . . , N}.
Khi N = 1, phương pháp (1.4) sẽ có dạng (1.3). Sự hội tụ mạnh của phương

pháp (1.4) được bảo đảm dưới các giả thiết thích hợp.

Định lí 1.2. [61]

Cho F : H → H là ánh xạ liên tục L-Lipschitz và η-đơn điệu mạnh trên H.

Cho Ti : H → H(i = 1, 2, 3, ..., N) là họ hữu hạn các ánh xạ không giãn trên H

với C :=
N
⋂

i=1

Fix(Ti) 6= ∅ và

C = Fix(T1T2 . . . TN) = Fix(T2T3 . . . TNT1) = · · · = Fix(TNT1 . . . TN−1).

Giả sử ρ ∈ (0, 2η/L2) và dãy λk ∈ (0, 1] thỏa mãn các điều kiện:

(L1) lim
k→∞

λk = 0,
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(L2)
∞
∑

k=1

λk = ∞,

(L3)∗
∞
∑

k=1

|λk − λk+N | < ∞.

Khi đó, với điểm ban đầu tùy ý x0 ∈ H, dãy {xk} xác định bởi (1.4) hội tụ

mạnh tới nghiệm duy nhất x∗ của bài toán (0.1).

Khi C là tập điểm bất động chung của một họ hữu hạn các ánh xạ không

giãn trong không gian Hilbert thực, năm 2003, Xu và Kim đã nhận được kết

quả tương tự Định lí 1.1 và Định lí 1.2 khi thay thế (L3) và (L3)∗ tương ứng

bởi các điều kiện

(L4) lim
k→∞

λk

λk+1
= 1 hoặc tương đương lim

k→∞
λk − λk+1

λk+1
= 0

và

(L4)∗ lim
k→∞

λk

λk+N
= 1 hoặc tương đương lim

k→∞
λk − λk+N

λk+N
= 0.

Có thể thấy rằng, điều kiện (L4) yếu hơn thực sự (L3), hơn nữa điều kiện

(L4) cho phép ta có thể lựa chọn với dãy tham số chính tắc {1/k} trong khi

đó (L3) không thỏa mãn. Mặt khác, không khó khăn để chỉ ra rằng điều kiện

(L3)∗ suy ra điều kiện (L4)∗ nếu giới hạn lim
k→∞

λk/λk+N tồn tại. Tuy vậy, cũng

lưu ý thêm rằng, trong trường hợp tổng quát các điều kiện (L3)∗ và (L4)∗ là

không so sánh được (xem chi tiết trong [60]).

Năm 2007, Zeng và cộng sự [64] đã đề xuất phương pháp lặp xoay vòng






x0 ∈ H,

xk+1 = T[k+1](xk)− λk+1ρk+1F (T[k+1](xk)), k = 0, 1, 2, ...
(1.5)

với tham số ρk+1 không phải là hằng số cố định như trong (1.4). Kết quả của

Zeng và cộng sự là sự cải biên và hợp nhất các điều kiện đặt lên các dãy tham

số lặp so với kết quả mà Yamada, Xu và Kim đã nhận được.

Năm 2010, trong [41], Liu và Cui đã chứng minh rằng nếu C 6= ∅ thì

C :=
N
⋂

i=1

Fix(Ti) = Fix(T1T2 . . . TN) (1.6)

là điều kiện đủ để thỏa mãn tính chất giao hoán

Fix(T1T2 . . . TN) = Fix(T2T3 . . . TNT1) = · · · = Fix(TNT1 . . . TN−1).
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Nhằm loại bỏ các điều kiện (L3), (L3)∗ và giả thiết (1.6), năm 2011, Nguyễn

Bường và Lâm Thùy Dương [9] đã xây dựng dãy lặp






x0 ∈ H,

xk+1 = (1− β0
k)xk + β0

k(I − λkρF )Ṽk(xk), k = 0, 1, 2, ...
(1.7)

trong đó Ṽk = T k
NT

k
N−1 · · ·T k

1 , T k
i = (1− βi

k)I + βi
kTi với i = 1, 2, . . . , N .

Các kết quả nói trên đã nghiên cứu cải tiến theo hướng làm giảm nhẹ điều

kiện đặt lên tham số lặp λk hoặc cải biên tham số ρ với việc giữ nguyên lược

đồ lặp [59] hoặc thiết lập lược đồ lặp mới [9], [64] dựa theo tư tưởng mà

Yamada đề xuất. Đồng thời, ta nhận thấy rằng các phương pháp (1.4), (1.5)

và (1.7) có chung một đặc điểm là không tính toán song song được.

Nghiên cứu mở rộng cho trường hợp C :=
∞
⋂

i=1

Fix(Ti) là tập điểm bất động

chung của một họ vô hạn đếm được các ánh xạ không giãn Ti : H → H, bằng

việc sử dụng ánh xạ Wk xác định bởi

Uk,k+1 = I,

Uk,k = αkTkUk,k+1 + (1− αk)I,

Uk,k−1 = αk−1Tk−1Uk,k + (1− αk−1)I,

. . .

Uk,2 = α2T2Uk,3 + (1− α2)I,

Wk = Uk,1 = α1T1Uk,2 + (1− α1)I,

(1.8)

trong đó {αk} là dãy các số thực dương thuộc [0, 1], năm 2008, Iemoto và

Takahashi [33] đã xây dựng dãy lặp hiện {xk} có dạng






x1 ∈ H,

xk+1 = (I − λkρF )Wk(xk), k = 1, 2, 3, . . .
(1.9)

ở đây λk ∈ (0, 1] và ρ > 0 là các tham số lặp.

Định lí 1.3. [33]

Cho F : H → H là ánh xạ liên tục L-Lipschitz và η-đơn điệu mạnh trên H.

Cho {Ti} là họ vô hạn các ánh xạ không giãn trên H với C :=
∞
⋂

i=1

Fix(Ti) 6= ∅.



16

Giả sử {αk} là dãy các số thực thỏa mãn 0 < a ≤ αk ≤ b < 1, k = 1, 2, 3, . . .

với a, b ∈ (0, 1). Khi đó, nếu các điều kiện sau bảo đảm

i) ρ ∈ (0, 2η/L2),

ii) λk thỏa mãn các điều kiện (L1) và (L2)

thì dãy lặp (1.9) hội tụ mạnh tới nghiệm duy nhất x∗ của bài toán (0.1).

Phương pháp (1.9) sử dụng ánh xạ Wk kết hợp với phương pháp kiểu đường

dốc nhất đã mở rộng kết quả của Yamada cho họ vô hạn đếm được các ánh xạ

không giãn trong không gian Hilbert thực. Các tác giả đã loại bỏ được điều

kiện (L3) hoặc (L3)∗. Tuy vậy, ánh xạ Wk có cấu trúc phức tạp và phương

pháp (1.9) không tính toán song song được.

Năm 2010, với việc kết hợp phương pháp kiểu đường dốc nhất, phương

pháp lặp Mann và sử dụng ánh xạ Wk, Yao và các cộng sự [62] đã thiết lập

một lược đồ lặp mới


















x1 ∈ H,

yk = (I − λkF )(xk),

xk+1 = (1− γk)yk + γkWk(yk), k = 1, 2, 3, . . .

(1.10)

trong đó γk ∈ [0, 1] và λk ≥ 0 là các tham số lặp.

Định lí 1.4. [62]

Cho F : H → H là ánh xạ liên tục L-Lipschitz và η-đơn điệu mạnh trên H.

Cho {Ti} là họ vô hạn các ánh xạ không giãn trên H với C :=
∞
⋂

i=1

Fix(Ti) 6= ∅.

Giả sử {αk} là dãy các số thực thỏa mãn 0 < αk ≤ b < 1, k = 1, 2, 3, . . . Khi

đó, nếu các điều kiện sau bảo đảm

i) γk ∈ [γ, 1/2] với γ > 0,

ii) λk thỏa mãn các điều kiện (L1) và (L2)

thì dãy lặp (1.10) hội tụ mạnh tới nghiệm duy nhất x∗ của bài toán (0.1).

Phương pháp (1.10) là một cải biên của phương pháp (1.9). Giả thiết tham số

γk ∈ [γ, 1/2] với γ > 0 là một đòi hỏi chặt chẽ hơn so với điều kiện γk ∈ (0, 1)
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của phương pháp lặp Mann [43] (hoặc xem Định nghĩa 6.3.3, trang 290, [1]).

Giống như phương pháp (1.9), ta thấy rằng phương pháp (1.10) cũng có cấu

trúc phức tạp và không tính toán song song được.

Một năm sau, trong [57], Wang cũng đã nhận được kết quả tương tự như

của Yao và cộng sự. Kết quả trên của Wang đã thay thế (L1) bởi điều kiện

nhẹ hơn là 0 < λk ≤ η/L2 − ε, ∀k ≥ k0, với ít nhất một số nguyên k0 > 1.

Tuy nhiên, điều kiện thêm vào λkF (xk) → 0 khi k → ∞ đảm bảo sự hội tụ

lại là một hạn chế của phương pháp. Bởi với điều kiện này việc tính toán và

kiểm tra trên máy tính là khó thực hiện.

Nghiên cứu mở rộng từ không gian Hilbert H tới lớp các không gian Banach

E, năm 2008, Ceng và cộng sự [15] đã cải biên phương pháp lai ghép đường

dốc nhất của Yamada. Các tác giả đã xây dựng dãy lặp ẩn có dạng:






yk = (I − λkβkF )T (xk−1),

xk = αkyk + (1− αk)T (xk), k ≥ 1
(1.11)

và






yk = αkxk + (1− αk)T (yk),

xk+1 = (I − λkβkF )T (yk), k ≥ 1.
(1.12)

trong đó λk, βk và αk là các dãy số thực thuộc [0, 1). Các tác giả đã chứng

minh được rằng, nếu các dãy tham số lặp trên thỏa mãn điều kiện

lim
k→∞

αk = 0,
∞
∑

k=0

λkβk = ∞

thì dãy lặp (1.11) hội tụ mạnh tới nghiệm duy nhất của bài toán (1.2) với

C = Fix(T ). Nếu thêm điều kiện (L1) được thỏa thì dãy lặp (1.12) cũng sẽ

hội tụ mạnh tới nghiệm duy nhất của bài toán (1.2). Tuy nhiên, việc xây

dựng các kĩ thuật lặp ẩn cho bài toán (1.2), một khó khăn có thể gặp phải

của các phương pháp đó là trong thực hành tính toán tại mỗi bước lặp, ta

đều phải thực hiện các bước giải một phương trình dạng ẩn để tìm nghiệm

xấp xỉ và sau một số hữu hạn bước lặp ta sẽ thu được nghiệm xấp xỉ gần với

nghiệm chính xác của bài toán.

Để khắc phục khó khăn này, năm 2016, chúng tôi thiết lập phương pháp
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lặp dạng hiện mới kiểu Krasnosel’skii-Mann đường dốc nhất [14] như sau:






yk = αkxk + (1− αk)T (xk),

xk+1 = (I − λkF )(yk), k ≥ 1.
(1.13)

Sự hội tụ mạnh của phương pháp được phát biểu trong định lí sau đây.

Định lí 1.5. [14]

Cho E là không gian Banach trơn đều (hoặc không gian Banach phản xạ

thực, lồi chặt và có chuẩn khả vi Gâteaux đều). Cho F : E → E là ánh xạ

j-đơn điệu mạnh với hệ số η và γ-giả co chặt với η+ γ > 1. Cho T là ánh xạ

không giãn trên E với C := Fix(T ) 6= ∅. Giả sử λk ∈ (0, 1) thỏa mãn các điều

kiện (L1), (L2) và αk ∈ [a, b] ⊂ (0, 1). Khi ấy, dãy {xk} xác định bởi (1.13)

hội tụ mạnh tới nghiệm duy nhất x∗ của bài toán (1.2) khi k → ∞.

Năm 2011, Chidume và cộng sự [19] đã nghiên cứu mở rộng kết quả của

Xu và Kim [59] tới lớp không gian Banach q-trơn đều với hằng số dq, q > 1

và xét cho bài toán (1.2) khi C là tập điểm bất động chung của họ hữu hạn

các ánh xạ không giãn Ti : E → E (i = 1, 2, 3, ..., N). Tuy nhiên, giả thiết

đặt lên tham số lặp λk là tương tự của Xu và Kim. Thêm vào đó, các tác giả

vẫn cần sử dụng giả thiết về tính giao hoán trên tập điểm bất động của các

ánh xạ không giãn Ti.

Khi C là tập điểm bất động chung của một họ vô hạn đếm được các ánh

xạ không giãn trong không gian Banach thực E, thay cho việc sử dụng ánh

xạ phức tạp Wk, ta có thể sử dụng ánh xạ Vk đơn giản hơn được xác định bởi

Vk = V 1
k , V i

k = T iT i+1 . . . T k, T i = (1− αi)I + αiTi, 1 ≤ i ≤ k (1.14)

trong đó

αi ∈ (0, 1) và
∞
∑

i=1

αi < ∞. (1.15)

Năm 2013, Nguyễn Bường và các cộng sự [10] đã đề xuất hai phương pháp

lặp ẩn mới

xk = Vk(I − λkF )(xk) (1.16)

và

xk = γk(I − λkF )(xk) + (1− γk)Vk(xk) (1.17)
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ở đây {λk}, {γk} là dãy các tham số lặp dương. Dễ nhận thấy rằng, khẳng

định trong hai định lí trên vẫn đúng nếu ánh xạ Vk được thay thế bởi ánh xạ

Wk. Trong những năm gần đây, khắc phục nhược điểm không tính toán song

song được trên máy tính và khó khăn nảy sinh từ việc áp dụng các phương

pháp lặp ẩn, năm 2015, Nguyễn Bường và các cộng sự [11] đã xây dựng ánh

xạ Sk trên E như sau

Sk =
k
∑

i=1

si
s̃k
Ti, s̃k =

k
∑

i=1

si, k = 1, 2, 3, . . . (1.18)

trong đó si > 0, ∀i ∈ N thỏa mãn
∞
∑

i=1

si = s̃ < ∞ (1.19)

và Ti : E → E, i ∈ N là các ánh xạ không giãn trên E. Bằng việc sử dụng

ánh xạ Sk, các tác giả đã đề xuất hai phương pháp lặp hiện

xk+1 = (1− γk)xk + γkSkFk(xk), k = 1, 2, 3, . . . (1.20)

và

xk+1 = (1− γk)Sk(xk) + γkFk(xk), k = 1, 2, 3, . . . (1.21)

ở đây Fk = I − λkF , {λk} và {γk} là các dãy tham số lặp dương và chứng

minh được sự hội tụ mạnh của các phương pháp nêu trên. Một số nghiên cứu

theo hướng này sẽ được chúng tôi cụ thể hóa trong chương sau của đề tài.

1.4. Phương pháp chiếu lai ghép và chiếu co hẹp

Để giải bài toán tìm điểm bất động chung của một họ hữu hạn các ánh

xạ không giãn trong không gian Hilbert thực, năm 1996, Bauschke [6] đã mở

rộng kết quả của Wittmann [58] và chứng minh được kết quả dưới đây.

Định lí 1.6. [6]

Cho C là tập con lồi đóng khác rỗng của không gian Hilbert thực H. Cho

Ti : C → C, i = 1, 2, ..., N là họ hữu hạn các ánh xạ không giãn trên C với

S =
N
⋂

i=1

Fix(Ti) 6= ∅ và

S = Fix(TNTN−1...T1) = Fix(T1TN ...T2) = ... = Fix(TN−1...T1TN).
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Giả sử, dãy {αk} ∈ [0, 1) thỏa mãn các điều kiện:

lim
k→∞

αk = 0,
∞
∑

k=0

αk = ∞,

∞
∑

k=0

|αk+1 − αk| < ∞.

Khi đó, với mỗi u ∈ C cố định và với mọi điểm ban đầu tùy ý x0 ∈ C, dãy

{xk} trong C xác định bởi

xk+1 = αku+ (1− αk)Tk+1(xk), k ≥ 0, (1.22)

hội tụ mạnh tới PS(u), trong đó PS là phép chiếu từ C lên S và Tk = T[kmodN ].

Cho T = {Tk} là dãy các ánh xạ xác định trên C vào chính nó và kí hiệu

Fix(T ) =
∞
⋂

k=1

Fix(Tk). Cho {ak} ∈ [0, 1) thỏa mãn lim
k→∞

ak = 0. Cho {Tk} là

dãy các ánh xạ xác định trên C vào H. Nhắc lại rằng, dãy {Tk} được gọi là

dãy ánh xạ gần không giãn [49] tương ứng với dãy {ak} nếu

‖Tk(x)− Tk(y)‖ ≤ ‖x− y‖+ ak,

với mọi x, y ∈ C và với mọi k ∈ N. Hiển nhiên, một dãy các ánh xạ gần không

giãn chứa lớp các ánh xạ không giãn.

Năm 2011, Wong và cộng sự [49] đã thiết lập được một định lí hội tụ mạnh

để tìm nghiệm của bài toán bất đẳng thức biến phân trên tập điểm bất động

chung của một dãy các ánh xạ gần không giãn. Nội dung chi tiết được phát

biểu trong định lí dưới đây.

Định lí 1.7. [49]

Cho C là tập con lồi đóng khác rỗng của không gian Hilbert thực H. Cho

F : C → H là ánh xạ liên tục K-Lipschitz và η-đơn điệu mạnh trên C. Cho

V : C → H là ánh xạ liên tục L-Lipschitz trên C. Cho T = {Tk} là dãy ánh

xạ gần không giãn trên C tương ứng với dãy {ak} sao cho S = Fix(T ) 6= ∅
và T : C → C là ánh xạ xác định bởi T (x) = lim

k→∞
Tk(x) với mọi x ∈ C.

Giả thiết rằng Fix(T ) = Fix(T ), 0 < β < 2η/K2 và 0 ≤ γL < τ , trong đó

τ = 1 −
√

1− β(2η − µK2). Với mọi điểm ban đầu tùy ý x0 ∈ C, xác định

dãy {xk} trong C bởi:

xk+1 = PC [αkγV (xk) + (I − αkβF )Tk(xk)], k ≥ 0, (1.23)

trong đó {αk} ∈ (0, 1) thỏa mãn các điều kiện sau:
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i) lim
k→∞

αk = 0,
∞
∑

k=0

αk = ∞;

ii)
∞
∑

k=0

|αk+1 − αk| < ∞ hoặc lim
k→∞

αk+1/αk = 1;

iii)
∞
∑

k=0

DB(Tk, Tk+1) < ∞ hoặc lim
k→∞

DB(Tk, Tk+1)/αk+1 = 0 với mỗi

B ∈ B(C);

iv) lim
k→∞

ak/αk = 0.

Khi đó, dãy {xk} hội tụ mạnh tới x∗ ∈ S và x∗ là nghiệm duy nhất của bài

toán VI(µF − γV, S).

Bằng một cách tiếp cận khác, dựa trên ý tưởng của phương pháp chiếu lai

ghép và phương pháp chiếu co hẹp, năm 2003, Nakajo và Takahashi [45] đã

đề xuất dãy lặp {xk} như sau










































x0 ∈ C,

yk = αkxk + (1− αk)T (xk),

Ck = {z ∈ C : ‖z − yk‖ ≤ ‖z − xk‖},
Qk = {z ∈ C : 〈z − xk, x0 − xk〉 ≤ 0},
xk+1 = PCk∩Qk

(x0), k ≥ 0,

(1.24)

và năm 2008, Takahashi cùng cộng sự [54] đã thiết lập lược đồ lặp






























C0 = C, x0 ∈ C,

yk = αkxk + (1− αk)T (xk),

Ck+1 = {z ∈ Ck : ‖yk − z‖ ≤ ‖xk − z‖},
xk+1 = PCk+1

(x0), k ≥ 0.

(1.25)

Các tác giả đã chứng minh được rằng {xk} xác định bởi (1.24) và (1.25) hội

tụ mạnh tới PFix(T )(x0) khi {αk} ∈ [0, a) với ít nhất một số thực a ∈ [0, 1).

Nghiên cứu theo hướng này, năm 2017, chúng tôi cũng đã thiết lập được

bốn định lí hội tụ mạnh tìm điểm bất động chung của một họ hữu hạn các

ánh xạ gần không giãn trên không gian Hilbert thực. Phương pháp mới của
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chúng tôi có thể tính toán song song được và đồng thời có thể ứng dụng để

tìm nghiệm của bài toán hệ bất đẳng thức biến phân với toán tử đơn điệu.

Sự hội tụ mạnh của các phương pháp chiếu lai ghép và chiếu co hẹp mới

được phát biểu trong các định lí sau đây.

Định lí 1.8. [56]

Cho C là tập con lồi đóng khác rỗng của không gian Hilbert thực H với

diam(C) < ∞. Cho Ti = {Ti,k}, i = 1, 2, ..., N là dãy các ánh xạ gần không

giãn từ C vào H tương ứng với dãy {ai,k} sao cho S =
N
⋂

i=1

Fix(Ti) 6= ∅. Cho

Ti : C → H, i = 1, 2, ..., N xác định bởi Ti(x) = lim
k→∞

Ti,k(x) với mọi x ∈ C.

Giả sử rằng lim
k→∞

DC(Ti,k, Ti) = 0 và
N
⋂

i=1

Fix(Ti) =
N
⋂

i=1

Fix(Ti). Với điểm ban

đầu tùy ý x0 ∈ C, xét dãy {xk} trong C xác định bởi:


















































yik = αkxk + (1− αk)Ti,k(xk), i = 1, 2, ..., N,

C i
k = {z ∈ C : ‖yik − z‖2 ≤ ‖xk − z‖2 + (2diam(C) + ai,k)ai,k},

Ck =
N
⋂

i=1

C i
k,

Qk = {z ∈ C : 〈xk − z, x0 − xk〉 ≥ 0},
xk+1 = PCk∩Qk

(x0), k ≥ 0,

(1.26)

hoặc


























































yik = αkxk + (1− αk)Ti,k(xk), i = 1, 2, ..., N,

Chọn ik ∈ argmax
i=1,2,...,N

{‖yik − xk‖},

yk = yikk ,

Ck = {z ∈ C : ‖yk − z‖2 ≤ ‖xk − z‖2 + (2diam(C) + aik,k)aik,k},
Qk = {z ∈ C : 〈xk − z, x0 − xk〉 ≥ 0},
xk+1 = PCk∩Qk

(x0), k ≥ 0,

(1.27)

trong đó 0 ≤ αk ≤ α < 1. Khi đó, dãy {xk} hội tụ mạnh tới PS(x0).
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Định lí 1.9. [56]

Cho C, Ti = {Ti,k}, Ti với i = 1, 2, ..., N được giả thiết tương tự như trong

Định lí 1.8. Với điểm ban đầu tùy ý x0 ∈ C, xét dãy {xk} trong C xác định bởi:


















































C0 = C,

yik = αkxk + (1− αk)Ti,k(xk), i = 1, 2, ..., N,

C i
k = {z ∈ Ck : ‖yik − z‖2 ≤ ‖xk − z‖2 + (2diam(C) + ai,k)ai,k},

Ck+1 =
N
⋂

i=1

C i
k,

xk+1 = PCk+1
(x0), k ≥ 0,

(1.28)

hoặc


























































C0 = C,

yik = αkxk + (1− αk)Ti,kxk, i = 1, 2, ..., N,

Chọn ik ∈ argmax
i=1,2,...,N

{‖yik − xk‖},

yk = yikk ,

Ck+1 = {z ∈ Ck : ‖yk − z‖2 ≤ ‖xk − z‖2 + (2diam(C) + aik,k)aik,k},
xk+1 = PCk+1

(x0), k ≥ 0,

(1.29)

trong đó 0 ≤ αk ≤ α < 1. Khi đó, dãy {xk} hội tụ mạnh tới PS(x0).

Chúng ta biết rằng, dưới các giả thiết thích hợp, nhiều bài toán lí thuyết

và thực tế có thể quy về mô hình bài toán xác định không điểm của toán tử

có dạng:

Tìm x ∈ C sao cho: 0 ∈ A(x),

trong đó A : C → H là toán tử xác định trên tập con lồi đóng khác rỗng C

của không gian Hilbert thực H.

Năm 1970, Martinet [42] đề xuất phương pháp điểm gần kề giải bài toán

trên khi A là toán tử đơn điệu cực đại. Dãy lặp được cấu trúc như sau:






x0 ∈ H,

xk+1 = JA
rk
(xk), ∀k ∈ N,

(1.30)
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trong đó {rk} là dãy các số thực dương và JA
rk

= (I + rkA)
−1 là toán tử giải

của A. Năm 1976, Rockafellar [47] đã cải biên phương pháp trên dưới dạng

xk + ek ∋ xk+1 + ckA(xk+1) ∀k ∈ N, (1.31)

trong đó {ek} là dãy sai số và {ck} dãy các tham số hiệu chỉnh dương. Phương

pháp (1.31) có thể được viết lại như sau

xk+1 = JA
rk
(xk + ek) ∀k ∈ N, (1.32)

Tuy nhiên, dãy {xk} xác định bởi (1.30) và (1.31) chỉ hội tụ yếu. Năm 2000,

Solodov và Svaiter [51] đã đề xuất phương pháp mới như sau: Chọn x0 ∈ H

tùy ý và σ ∈ [0, 1). Tại mỗi bước lặp k có xk thì chọn µk > 0 và tìm một

nghiệm gần đúng (yk, vk) của phương trình

0 ∈ A(x) + βk(x− xk),

với dung sai cho phép σ. Xác định dãy {xk} theo quy tắc sau

Ck = {z ∈ H : 〈z − yk, vk〉 ≤ 0},
Qk = {z ∈ H : 〈z − xk, x0 − xk〉 ≤ 0}.
xk+1 = PCk∩Qk

(x0).

Các tác giả chứng minh được rằng nếu dãy các tham số hiệu chỉnh βk ≥ c > 0

thì dãy {xk} hội tụ mạnh tới không điểm của toán tử A.

Cho C là tập con lồi đóng khác rỗng của không gian Hilbert thực H và

Ai : D(Ai) ⊂ C → 2H là các toán tử đơn điệu với S =
N
⋂

i=1

A−1
i (0) 6= ∅ và

D(Ai) ⊂ C ⊂
⋂

r>0

R(I + rAi) với mọi i = 1, 2, ..., N . Bây giờ, áp dụng các kết

quả mới của chúng tôi cho bài toán xác định không điểm chung của họ hữu

hạn các toán tử Ai mà không cần giả thiết diam(C) < ∞. Định lí sau là hệ

quả trực tiếp của các Định lí 1.8 và Định lí 1.9

Định lí 1.10. [56]

Cho {ri,k}, i = 1, 2, ..., N là dãy các số thực dương sao cho

min
i=1,2,...,N

{inf
k
{ri,k}} = r > 0.
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Với điểm ban đầu tùy ý x0 ∈ C, xét dãy {xk} trong C xác định bởi (1.26)-

(1.27) hoặc (1.28)-(1.29), với 0 ≤ αk ≤ α < 1 và Ti,k = JAi
ri,k

. Khi đó, dãy

{xk} hội tụ mạnh tới PS(x0).

Tiếp theo, cho A : C → H là toán tử đơn điệu và h-liên tục. Ta xét ánh

xạ T xác định bởi

T (x) =







A(x) +NC(x) nếu x ∈ C

∅ nếu x /∈ C

trong đó NC(x) là nón pháp tuyến của C tại x ∈ H. Rockafellar [47] đã chứng

minh được rằng T là toán tử đơn điệu cực đại và T−1(0) = Sol(VIP(A,C)).

Mặt khác, để ý rằng

zk ∈ Sol(VIP(γkA+ I − yk), C)

nếu và chỉ nếu

〈y − zk, γkAzk + zk − yk〉 ≥ 0 ∀y ∈ C,

Hay tương đương với −γkAzk−zk+yk ∈ γkNC(zk). Điều này suy ra zk = JT
γk
yk.

Vì vậy, từ Định lí 1.10 ta nhận được kết quả dưới đây.

Định lí 1.11. [56]

Cho Ci, i = 1, 2, ..., N là các tập con lồi đóng của không gian Hilbert thực

H. Cho Ai : Ci → H là các toán tử đơn điệu và h-liên tục, i = 1, 2, ..., N với

S =
N
⋂

i=1

Sol(VIP(Ai, Ci)) 6= ∅. Với điểm ban đầu tùy ý x0 ∈ C, xét dãy {xk}

trong C xác định bởi (1.26)-(1.27) hoặc (1.28)-(1.29), với 0 ≤ αk ≤ α < 1,

Ti,k(xk) = Sol(VI(γi,nAi+ I−xk), Ci) và min
i=1,2,...,N

{inf
k
{γi,k}} = r > 0. Khi đó,

dãy {xk} hội tụ mạnh tới PS(x0).
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Chương 2

Các phương pháp lặp xấp xỉ nghiệm

cho bài toán VIP
∗(F,C)

Trong chương này, chúng tôi đề xuất ba phương pháp lặp dạng hiện mới

xấp xỉ nghiệm cho bài toán bất đẳng thức biến phân VIP∗(F,C).

2.1. Phương pháp lai ghép đường dốc nhất dùng ánh xạ S̃k

2.1.1 Nội dung phương pháp

Phương pháp thứ nhất được thiết lập dựa trên việc sử dụng ánh xạ S̃k.

Xuất phát từ điểm x1 tùy ý thuộc E, chúng tôi xây dựng dãy {xk} theo lược

đồ lặp hiện như sau:

xk+1 = (I − λkF )S̃k(xk), k = 1, 2, 3, . . . (2.1)

trong đó S̃k được xác định bởi

S̃k =
k
∑

i=1

si
s̃k
T i (2.2)

với

T i = (1− αi)I + αiTi, i = 1, 2, 3, . . . (2.3)

ở đây αi ∈ (0, 1), Ti là các ánh xạ không giãn và I là ánh xạ đơn vị trên E.

Các dãy tham số λk ∈ (0, 1) và {si} tương ứng thỏa mãn các điều kiện

(L1) lim
k→∞

λk = 0, (L2)
∞
∑

k=1

λk = ∞,

và

si > 0, s̃k =
k
∑

i=1

si và
∞
∑

i=1

si = s̃ < ∞. (2.4)
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2.1.2 Sự hội tụ mạnh của phương pháp

Trước khi trình bày chứng minh chi tiết cho sự hội tụ mạnh của phương

pháp (2.1) tới nghiệm duy nhất của bài toán VIP∗(F,C), chúng ta cần các

bổ đề dưới đây.

Bổ đề 2.1. [60]

Giả sử {ak} là một dãy các số thực không âm sao cho

ak+1 ≤ (1− bk)ak + bkck,

trong đó {bk} và {ck} là các dãy số thực thỏa mãn

i) bk ∈ [0, 1],

ii)
∞
∑

k=1

bk = ∞,

iii) lim sup
k→∞

ck ≤ 0.

Khi đó, lim
k→∞

ak = 0.

Bổ đề 2.2. [52]

Cho {xk} và {zk} là các dãy bị chặn trong không gian Banach E sao cho

xk+1 = hkxk + (1− hk)zk với mọi k ≥ 1,

trong đó {hk} là dãy số thực thỏa mãn điều kiện

0 < lim inf
k→∞

hk ≤ lim sup
k→∞

hk < 1.

Giả thiết rằng,

lim sup
k→∞

(

‖zk+1 − zk‖ − ‖xk+1 − xk‖
)

≤ 0.

Khi đó, lim
k→∞

‖xk − zk‖ = 0.

Bổ đề 2.3. [8]

Cho Q là tập con lồi đóng của không gian Banach lồi chặt E. Cho {Ti} là

dãy các ánh xạ không giãn trên Q với
∞
⋂

i=1

Fix(Ti) 6= ∅. Giả sử {ti} là dãy các
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số thực dương với
∞
∑

i=1

ti = 1. Khi ấy, ánh xạ T trên Q xác định bởi

T (x) =
∞
∑

i=1

tiTi(x)

với x ∈ Q hoàn toàn được xác định. Hơn nữa, T là ánh xạ không giãn và

Fix(T ) =
∞
⋂

i=1

Fix(Ti).

Bổ đề 2.4. [12]

Cho E là không gian Banach phản xạ thực, lồi chặt có chuẩn khả vi Gâteaux

đều. Cho F : E → E là ánh xạ j-đơn điệu mạnh với hệ số η và γ-giả co chặt

với η + γ > 1. Cho T là ánh xạ không giãn trên E với C := Fix(T ) 6= ∅. Với

mỗi t ∈ (0, 1), chọn λt ∈ (0, 1) tùy ý sao cho λt → 0 khi t → 0 và định nghĩa

lưới {yt} như sau

yt := (I − λtF )T (yt). (2.5)

Khi đó, lưới {yt} hội tụ mạnh tới nghiệm duy nhất x∗ của bài toán VIP∗(F,C)

khi t → 0.

Bổ đề 2.5. [12]

Cho E là không gian Banach phản xạ thực, lồi chặt có chuẩn khả vi Gâteaux

đều. Cho F : E → E là ánh xạ j-đơn điệu mạnh với hệ số η và γ-giả co chặt

với η + γ > 1. Cho S̃k được xác định bởi (2.2), (2.3) và (2.4). Khi ấy, nếu

dãy {xk} xác định bởi (2.1) bị chặn thì

lim sup
k→∞

〈F (x∗), j(x∗ − xk)〉 ≤ 0. (2.6)

trong đó x∗ là nghiệm duy nhất của bài toán (1.2).

Sự hội tụ mạnh của phương pháp (2.1) được phát biểu và chứng minh chi

tiết trong định lí dưới đây.

Định lí 2.1. [12]

Cho E là không gian Banach phản xạ thực, lồi chặt có chuẩn khả vi Gâteaux

đều. Cho F : E → E là ánh xạ j-đơn điệu mạnh với hệ số η và γ-giả co chặt
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với η + γ > 1. Cho {Ti} là họ vô hạn các ánh xạ không giãn trên E với

C :=
∞
⋂

i=1

Fix(Ti) 6= ∅. Giả sử λk ∈ (0, 1) và si tương ứng thỏa mãn các điều

kiện (L1), (L2) và (2.4). Khi ấy, dãy {xk} xác định bởi (2.1) hội tụ mạnh tới

nghiệm duy nhất x∗ của bài toán (1.2) khi k → ∞.

Chứng minh. Định lí sẽ được chứng minh thông qua một số bước như sau.

Bước 1. Chứng minh dãy {xk} bị chặn.

Từ (2.2) và Mệnh đề 1.17, với mọi p ∈ C ta có ước lượng

‖xk+1 − p‖ = ‖(I − λkF )S̃k(xk)− p‖
= ‖(I − λkF )S̃k(xk)− S̃k(p)‖
= ‖(I − λkF )S̃k(xk)− (I − λkF )S̃k(p)− λkFS̃k(p)‖
≤ ‖(I − λkF )S̃k(xk)− (I − λkF )S̃k(p)‖+ ‖λkFS̃k(p)‖
≤ (1− λkτ)‖S̃k(xk)− S̃k(p)‖+ λk‖FS̃k(p)‖
≤ (1− λkτ)‖xk − p‖+ λk‖F (p)‖

= (1− λkτ)‖xk − p‖+ λkτ
1

τ
‖F (p)‖

≤ max {‖x1 − p‖, 1
τ
‖F (p)‖},

trong đó S̃k xác định bởi (2.2)-(2.4) và τ = 1−
√

(1− η)/γ. Do đó, dãy {xk}
bị chặn.

Bước 2. Chứng minh ‖xk+1 − xk‖ → 0 khi k → ∞.

Vì {xk} bị chặn nên các dãy {S̃k(xk)}, {S̃k+1(xk)}, {FS̃k(xk)}, {FS̃k+1(xk)},
{T1(xk)} và {T i(xk)} với mọi i ≥ 1 cũng bị chặn. Không mất tính tổng quát,

ta giả sử các dãy này cùng bị chặn bởi một hằng số dương M1. Hơn nữa, từ

(2.2), (2.3) ta có thể viết lại xk+1 như sau

xk+1 = λk(I − F )S̃k(xk) + (1− λk)S̃k(xk),

= λk(I − F )S̃k(xk) + (1− λk)

[

s1
s̃k
(1− α1)xk

+
s1α1

s̃k
T1(xk) +

s̃k − s1
s̃k

S̃k,−1(xk)

]

= hkxk + (1− hk)zk,

(2.7)
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ở đây

S̃k,−1 =
1

s̃k − s1

k
∑

i=2

siT
i,

hk =
(1− λk)(1− α1)s1

s̃k

và zk =
λk(I − F )S̃k(xk)

1− hk
+

(1− λk)s1α1T1(xk)

s̃k(1− hk)
+

(1− λk)(s̃k − s1)S̃k,−1(xk)

s̃k(1− hk)
.

Vì zk+1 − zk = C1 + s1α1C2 + C3, trong đó

C1 :=
λk+1(I − F )S̃k+1(xk+1)

1− hk+1
− λk(I − F )S̃k(xk)

1− hk

=
λk+1

1− hk+1

[

(I − F )S̃k+1(xk+1)− (I − F )S̃k+1(xk)
]

+
λk+1

1− hk+1

[

(I − F )S̃k+1(xk)− (I − F )S̃k(xk)
]

+

[

λk+1

1− hk+1
− λk

1− hk

]

(I − F )S̃k(xk),

C2 : =
(1− λk+1)T1(xk+1)

s̃k+1(1− hk+1)
− (1− λk)T1(xk)

s̃k(1− hk)

=
1− λk+1

s̃k+1(1− hk+1)

[

T1(xk+1)− T1(xk)
]

+

[

1− λk+1

s̃k+1(1− hk+1)
− 1− λk

s̃k(1− hk)

]

T1(xk),

C3 :=
(1− λk+1)(s̃k+1 − s1)S̃k+1,−1(xk+1)

s̃k+1(1− hk+1)
− (1− λk)(s̃k − 1)S̃k,−1(xk)

s̃k(1− hk)

=
(1− λk+1)(s̃k+1 − s1)

s̃k+1(1− hk+1)

[

S̃k+1,−1(xk+1)− S̃k+1,−1(xk)
]

+
(1− λk+1)(s̃k+1 − s1)

s̃k+1(1− hk+1)

[

S̃k+1,−1(xk)− S̃k,−1(xk)
]

+

[

(1− λk+1)(s̃k+1 − s1)

s̃k+1(1− hk+1)
− (1− λk)(s̃k − s1)

s̃k(1− hk)

]

S̃k,−1(xk),

và

‖S̃k+1,−1(xk+1)− S̃k,−1(xk)‖
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=

∥

∥

∥

∥

1

s̃k+1 − s1

k+1
∑

k=2

siT
i(xk)−

1

s̃k − s1

k
∑

k=2

siT
i(xk)

∥

∥

∥

∥

=

∥

∥

∥

∥

(

1

s̃k+1 − s1
− 1

s̃k − s1

) k
∑

k=2

siT
i(xk) +

sk+1

s̃k+1 − s1
T k+1(xk)

∥

∥

∥

∥

≤ sk+1

s̃k+1 − s1
M1 +

sk+1

s̃k+1 − s1
M1 =

sk+1

s̃k+1 − s1
2M1,

nên ta nhận được

‖zk+1 − zk‖ ≤ ‖C1‖+ s1α1‖C2‖+ ‖C3‖

≤ λk+1τ1
1− hk+1

[

‖xk+1 − xk‖+ 2M1

]

+

∣

∣

∣

∣

λk+1

1− hk+1
− λk

1− hk

∣

∣

∣

∣

2M1

+ s1α1

[

1− λk+1

s̃k+1(1− hk+1)
‖xk+1 − xk‖

+

∣

∣

∣

∣

1− λk+1

s̃k+1(1− hk+1)
− 1− λk

s̃k(1− hk)

∣

∣

∣

∣

M1

]

+
(1− λk+1)(s̃k+1 − s1)

s̃k+1(1− hk+1)
‖xk+1 − xk‖+

(1− λk+1)sk+1

s̃k+1(1− hk+1)
2M1

+

∣

∣

∣

∣

(1− λk+1)(s̃k+1 − s1)

s̃k+1(1− hk+1)
− (1− λk)(s̃k − s1)

s̃k(1− hk)

∣

∣

∣

∣

M1

≤
[

λk+1τ1
1− hk+1

+
(1− λk+1)s1α1

s̃k+1(1− hk+1)

+
(1− λk+1)(s̃k+1 − s1)

s̃k+1(1− hk+1)

]

‖xk+1 − xk‖+ ck,

trong đó τ1 =
√

(1− η)/γ và

ck = M1

(

2λk+1τ1
1− hk+1

+ 2

∣

∣

∣

∣

λk+1

1− hk+1
− λk

1− hk

∣

∣

∣

∣

+ s1α1

∣

∣

∣

∣

1− λk+1

s̃k+1(1− hk+1)
− 1− λk

s̃k(1− hk)

∣

∣

∣

∣

+
2(1− λk+1)sk+1

s̃k+1(1− hk+1)

+

∣

∣

∣

∣

(1− λk+1)(s̃k+1 − s1)

s̃k+1(1− hk+1)
− (1− λk)(s̃k − s1)

s̃k(1− hk)

∣

∣

∣

∣

)

.

Ta đặt

c̃k :=

[

λk+1τ1
1− hk+1

+
(1− λk+1)s1α1

s̃k+1(1− hk+1)

+
(1− λk+1)(s̃k+1 − s1)

s̃k+1(1− hk+1)
− 1

]

‖xk+1 − xk‖+ ck.
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Khi ấy, ta nhận được

‖zk+1 − zk‖ ≤ ‖xk+1 − xk‖+ c̃k.

Rõ ràng, từ các điều kiện (L1) và (2.4) ta có hk → (1 − α1)s1/s̃, sk → 0 và

s̃k → s̃ > 0 khi k → ∞. Vì thế, ta có

lim
k→∞

[

λk+1τ1
1− hk+1

+
(1− λk+1)s1α1

s̃k+1(1− hk+1)
+

(1− λk+1)(s̃k+1 − s1)

s̃k+1(1− hk+1)
− 1

]

=
s1α1

s̃(1− (1− α1)s1/s̃)
+

s̃− s1
s̃(1− (1− α1)s1/s̃)

− 1 = 0,

lim
k→∞

ck = M1 lim
k→∞

(

2λk+1τ1
1− hk+1

+ 2

∣

∣

∣

∣

λk+1

1− hk+1
− λk

1− hk

∣

∣

∣

∣

+ s1α1

∣

∣

∣

∣

1− λk+1

s̃k+1(1− hk+1)
− 1− λk

s̃k(1− hk)

∣

∣

∣

∣

+
2(1− λk+1)sk+1

s̃k+1(1− hk+1)

+

∣

∣

∣

∣

(1− λk+1)(s̃k+1 − s1)

s̃k+1(1− hk+1)
− (1− λk)(s̃k − s1)

s̃k(1− hk)

∣

∣

∣

∣

)

= M1 lim
k→∞

(

s1α1

∣

∣

∣

∣

1

s̃(1− (1− α1)s1/s̃)
− 1

s̃(1− (1− α1)s1/s̃)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

s̃− s1
s̃(1− (1− α1)s1/s̃)

− s̃− s1
s̃(1− (1− α1)s1/s̃)

∣

∣

∣

∣

)

= 0.

Từ các giới hạn trên và tính bị chặn của dãy {xk} đảm bảo rằng c̃k → 0 khi

k → ∞. Vì vậy, ta có

lim sup
k→∞

(

‖zk+1 − zk‖ − ‖xk+1 − xk‖
)

≤ 0.

Áp dụng Bổ đề 2.2, ta nhận được

lim
k→∞

‖xk − zk‖ = 0. (2.8)

Tiếp theo, từ (2.1), (2.7) và (2.8) dẫn đến ‖S̃k(xk)− xk+1‖ ≤ λkM1 → 0 khi

k → ∞ và

lim
k→∞

‖xk+1 − xk‖ = lim
k→∞

[

1− (1− λk)(1− α1)s1/s̃k
]

‖xk − zk‖ = 0. (2.9)

Bước 3. Chứng minh lim
k→∞

xk = x∗.

Bây giờ, áp dụng Mệnh đề 1.7 và Mệnh đề 1.17 ta có ước lượng

‖xk+1 − x∗‖2 = ‖(I − λkF )S̃k(xk)− x∗‖2
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= ‖(I − λkF )S̃k(xk)− (I − λkF )S̃k(x∗)− λkF (x∗)‖2

≤ (1− λkτ)‖S̃k(xk)− S̃k(x∗)‖2 − 2λk〈F (x∗), j(xk+1 − x∗)〉
≤ (1− λkτ)‖xk − x∗‖2 − 2λk〈F (x∗), j(xk+1 − x∗)〉
= (1− λkτ)‖xk − x∗‖2 + 2λk[〈F (x∗), j(x∗ − xk)〉
+ 〈F (x∗), j(x∗ − xk+1)− j(x∗ − xk)〉]

≤ (1− λkτ)‖xk − x∗‖2 + 2λkτ [〈F (x∗), j(x∗ − xk)〉
+ 〈F (x∗), j(x∗ − xk+1)− j(x∗ − xk)〉]/τ.

Từ đó suy ra

‖xk+1 − x∗‖2 ≤ (1− bk)‖xk − x∗‖2 + bkck,

trong đó

bk = λkτ, τ = 1−
√

(1− η)/γ,

ck = 2[〈F (x∗), j(x∗ − xk)〉+ 〈F (x∗), j(x∗ − xk+1)− j(x∗ − xk)〉]/τ.

Vì
∞
∑

k=0

λk = ∞ nên
∞
∑

k=0

bk = ∞. Do đó, áp dụng Bổ đề 2.1 cho {ak} với

ak = ‖xk − x∗‖2, (2.6) và tính liên tục mạnh-yếu∗ của j cùng với (2.9) ta

nhận được

lim
k→∞

‖xk − x∗‖2 = 0.

Định lí được chứng minh.

Nhận xét 2.1. Phương pháp (2.1) dùng ánh xạ S̃k có cấu trúc đơn giản hơn

các ánh xạ Ṽk,Wk hay Vk và có thể tính toán song song được. Các phương

pháp (1.7), (1.9), (1.10), (1.16), (1.17), (1.20) và (1.21), phương pháp (2.1)

có sử dụng ba tham số lặp. Các tham số này đóng vai trò khác nhau, nó cho

phép thực hiện những quy tắc riêng biệt trong thiết kế của mỗi thuật toán.

2.2. Phương pháp lai ghép đường dốc nhất dùng ánh xạ Ŝk

2.2.1 Nội dung phương pháp

Phương pháp thứ hai được thiết lập dựa trên việc sử dụng ánh xạ Ŝk.

Xuất phát từ điểm x1 tùy ý thuộc E, chúng tôi xây dựng dãy lặp hiện {xk}
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như sau:

xk+1 = (I − λkF )Ŝk(xk), k = 1, 2, 3, . . . (2.10)

ở đây ánh xạ Ŝk xác định bởi

Ŝk =
1

s0 − sk

k
∑

i=1

(si−1 − si)T
i (2.11)

trong đó T i được xác định bởi (2.3), λk ∈ (0, 1) thỏa mãn các điều kiện (L1),

(L2) và {si} là dãy các số thực giảm ngặt, hội tụ về 0 khi i → ∞.

2.2.2 Sự hội tụ mạnh của phương pháp

Bổ đề 2.6. [13]

Cho E là không gian Banach phản xạ thực, lồi chặt có chuẩn khả vi Gâteaux

đều. Cho F : E → E là ánh xạ j-đơn điệu mạnh với hệ số η và γ-giả co chặt

với η+ γ > 1. Cho Ŝk xác định bởi (2.11). Khi ấy, nếu dãy {xk} xác định bởi

(2.10) bị chặn thì

lim sup
k→∞

〈F (x∗), j(x∗ − xk)〉 ≤ 0 (2.12)

ở đây x∗ là nghiệm duy nhất của bài toán (1.2).

Sự hội tụ mạnh của phương pháp (2.10) được phát biểu và chứng minh chi

tiết trong định lí dưới đây.

Định lí 2.2. [13]

Cho E là không gian Banach phản xạ thực, lồi chặt có chuẩn khả vi Gâteaux

đều. Cho F : E → E là ánh xạ j-đơn điệu mạnh với hệ số η và γ-giả co chặt

với η + γ > 1. Cho {Ti} là họ vô hạn các ánh xạ không giãn trên E với

C :=
∞
⋂

i=1

Fix(Ti) 6= ∅. Giả sử λk ∈ (0, 1) thỏa mãn các điều kiện (L1), (L2) và

{si} là dãy số thực dương giảm ngặt, hội tụ về 0. Khi ấy, dãy {xk} xác định

bởi (2.10) hội tụ mạnh tới nghiệm duy nhất x∗ của bài toán (1.2) khi k → ∞.

Chứng minh. Định lí sẽ được chứng minh thông qua một số bước như sau.

Bước 1. Chứng minh dãy {xk} bị chặn.

Trước hết, ta có Ŝk là ánh xạ không giãn trên E và Fix(T i) = Fix(Ti). Hiển
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nhiên, Ŝk(p) = p với với mọi k ≥ 1 và với mọi p ∈
∞
⋂

i=1

Fix(Ti) ⊆
k
⋂

i=1

Fix(Ti).

Áp dụng Mệnh đề 1.17 chúng ta có ước lượng

‖xk+1 − p‖ = ‖(I − λkF )Ŝk(xk)− p‖
= ‖(I − λkF )Ŝk(xk)− Ŝk(p)‖
= ‖(I − λkF )Ŝk(xk)− (I − λkF )Ŝk(p)− λkFŜk(p)‖
≤ ‖(I − λkF )Ŝk(xk)− (I − λkF )Ŝk(p)‖+ ‖λkFŜk(p)‖
≤ (1− λkτ)‖Ŝk(xk)− Ŝk(p)‖+ λk‖FŜk(p)‖
≤ (1− λkτ)‖xk − p‖+ λk‖FŜk(p)‖
= (1− λkτ)‖xk − p‖+ λk‖F (p)‖

= (1− λkτ)‖xk − p‖+ λkτ
1

τ
‖F (p)‖

≤ max {‖x1 − p‖, 1
τ
‖F (p)‖}.

Điều này suy ra {xk} là dãy bị chặn.

Bước 2. Chứng minh ‖xk+1 − xk‖ → 0 khi k → ∞.

Vì {xk} bị chặn nên các dãy {Ŝk(xk)}, {Ŝk+1(xk)}, {FŜk(xk)}, {Ti(xk)},
{T i(xk)} với mọi i ≥ 1, {Ŝk,−1(xk)} và {Ŝk+1,−1(xk)} cũng bị chặn, ở đây

Ŝk,−1 :=
1

s1 − sk

k
∑

i=2

(si−1 − si)T
i.

Không mất tính tổng quát, ta giả sử các dãy này cùng bị chặn bởi một hằng

số dương M1. Hơn nữa, từ (2.10), (2.11) ta có thể viết

xk+1 = λk(I − F )Ŝk(xk) + (1− λk)Ŝk(xk)

= λk(I − F )Ŝk(xk) + (1− λk)

[

(s0 − s1)(1− α1)

s0 − sk
xk

+
(s0 − s1)α1

s0 − sk
T1(xk) +

s1 − sk
s0 − sk

Ŝk,−1(xk)

]

= hkxk + (1− hk)zk

(2.13)

trong đó

hk =
(1− λk)(s0 − s1)(1− α1)

s0 − sk
,
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zk =
λk(I − F )Ŝk(xk)

1− hk
+

(1− λk)(s0 − s1)α1

(1− hk)(s0 − sk)
T1(xk)

+
(1− λk)(s1 − sk)

(1− hk)(s0 − sk)
Ŝk,−1(xk).

Vì zk+1 − zk = C1 + (s0 − s1)α1C2 + C3 , trong đó

C1 : =
λk+1(I − F )Ŝk+1(xk+1)

1− hk+1
− λk(I − F )Ŝk(xk)

1− hk

=
λk+1

1− hk+1

[

(I − F )Ŝk+1(xk+1)− (I − F )Ŝk+1(xk)
]

+
λk+1

1− hk+1

[

(I − F )Ŝk+1(xk)− (I − F )Ŝk(xk)
]

+

[

λk+1

1− hk+1
− λk

1− hk

]

(I − F )Ŝk(xk),

C2 : =
1− λk+1

(1− hk+1)(s0 − sk+1)
T1(xk+1)−

1− λk

(s0 − sk)(1− hk)
T1(xk)

=
1− λk+1

(1− hk+1)(s0 − sk+1)

[

T1(xk+1)− T1(xk)
]

+

[

(1− λk+1)

(1− hk+1)(s0 − sk+1)
− (1− λk)

(1− hk)(s0 − sk)

]

T1(xk),

C3 : =
(1− λk+1)(s1 − sk+1)

(1− hk+1)(s0 − sk+1)
Ŝk+1,−1(xk+1)−

(1− λk)(s1 − sk)

(1− hk)(s0 − sk)
Ŝk,−1(xk)

=
(1− λk+1)(s1 − sk+1)

(1− hk+1)(s0 − sk+1)

[

Ŝk+1,−1(xk+1)− Ŝk+1,−1(xk)
]

+
(1− λk+1)(s1 − sk+1)

(1− hk+1)(s0 − sk+1)

[

Ŝk+1,−1(xk)− Ŝk,−1(xk)
]

+

[

(1− λk+1)(s1 − sk+1)

(1− hk+1)(s0 − sk+1)
− (1− λk)(s1 − sk)

(1− hk)(s0 − sk)

]

Ŝk,−1(xk),

và

‖Ŝk+1,−1(xk)− Ŝk,−1(xk)‖ =

∥

∥

∥

∥

1

s1 − sk+1

k+1
∑

k=2

(si−1 − si)T
i(xk)

− 1

s1 − sk

k
∑

k=2

(si−1 − si)T
i(xk)

∥

∥

∥

∥

=

∥

∥

∥

∥

(

1

s1 − sk+1
− 1

s1 − sk

) k
∑

k=2

(si−1 − si)T
i(xk) +

sk − sk+1

s1 − sk+1
T k+1(xk)

∥

∥

∥

∥
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≤
∣

∣

∣

∣

−sk + sk+1

(s1 − sk+1)(s1 − sk)

∣

∣

∣

∣

(s1 − sk)M1 +
sk − sk+1

s1 − sk+1
M1 =

2M1(sk − sk+1)

(s1 − sk+1)
,

nên suy ra

‖zk+1 − zk‖ ≤ ‖C1‖+ (s0 − s1)α1‖C2‖+ ‖C3‖

≤ λk+1τ1
1− hk+1

[

‖xk+1 − xk‖+
4M1

τ1

]

+

∣

∣

∣

∣

λk+1

1− hk+1
− λk

1− hk

∣

∣

∣

∣

2M1

+
(1− λk+1)(s0 − s1)α1

(1− hk+1)(s0 − sk+1)
‖xk+1 − xk‖

+ (s0 − s1)α1

∣

∣

∣

∣

(1− λk+1)

(1− hk+1)(s0 − sk+1)
− (1− λk)

(1− hk)(s0 − sk)

∣

∣

∣

∣

M1

+
(1− λk+1)(s1 − sk+1)

(1− hk+1)(s0 − sk+1)
‖xk+1 − xk‖

+
(1− λk+1)(s1 − sk+1)2M1(sk − sk+1)

(1− hk+1)(s0 − sk+1)(s1 − sk+1)

+

∣

∣

∣

∣

(1− λk+1)(s1 − sk+1)

(1− hk+1)(s0 − sk+1)
− (1− λk)(s1 − sk)

(1− hk)(s0 − sk)

∣

∣

∣

∣

M1,

trong đó τ1 =
√

(1− η)/γ. Do đó, ta nhận được

‖zk+1 − zk‖−‖xk+1 − xk‖ ≤
[

λk+1τ1
1− hk+1

+
(1− λk+1)(s0 − s1)α1

(1− hk+1)(s0 − sk+1)

+
(1− λk+1)(s1 − sk+1)

(1− hk+1)(s0 − sk+1)
− 1

]

‖xk+1 − xk‖+ ck

(2.14)

với

ck =
4M1λk+1

1− hk+1
+

∣

∣

∣

∣

λk+1

1− hk+1
− λk

1− hk

∣

∣

∣

∣

2M1

+ (s0 − s1)α1

∣

∣

∣

∣

(1− λk+1)

(1− hk+1)(s0 − sk+1)
− (1− λk)

(1− hk)(s0 − sk)

∣

∣

∣

∣

M1

+
(1− λk+1)(s1 − sk+1)2M1(sk − sk+1)

(1− hk+1)(s0 − sk+1)(s1 − sk+1)

+

∣

∣

∣

∣

(1− λk+1)(s1 − sk+1)

(1− hk+1)(s0 − sk+1)
− (1− λk)(s1 − sk)

(1− hk)(s0 − sk)

∣

∣

∣

∣

M1.

Để ý rằng, sk → 0, 1−hk → [s0− (s0− s1)(1−α1)]/s0 khi k → ∞ và từ điều
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kiện (L1) ta nhận được

lim
k→∞

ck = (s0 − s1)α1

∣

∣

∣

∣

1

s0 − (s0 − s1)(1− α1)
− 1

s0 − (s0 − s1)(1− α1)

∣

∣

∣

∣

M1

+

∣

∣

∣

∣

s1
s0 − (s0 − s1)(1− α1)

− s1
s0 − (s0 − s1)(1− α1)

∣

∣

∣

∣

M1 = 0.

Hơn nữa,

lim
k→∞

[

(1− λk+1)(s0 − s1)α1

(1− hk+1)(s0 − sk+1)
+
(1− λk+1)(s1 − sk+1)

(1− hk+1)(s0 − sk+1)
− 1

]

=

=
(s0 − s1)α1 + s1

s0 − (s0 − s1)(1− α1)
− 1 = 0.

Từ hai giới hạn trên, sử dụng tính bị chặn của dãy {xk} và (2.14) ta có

lim sup
k→∞

(

‖zk+1 − zk‖ − ‖xk+1 − xk‖
)

≤ 0.

Áp dụng Bổ đề 2.2, suy ra

lim
k→∞

‖xk − zk‖ = 0.

Kết hợp điều này với (2.13) dẫn đến

lim
k→∞

‖xk+1 − xk‖ = lim
k→∞

(1− hk)‖xk+1 − xk‖

= lim
k→∞

[

1− (1− λk)(s0 − s1)(1− α1)

s0 − sk

]

‖xk − zk‖ = 0.
(2.15)

Bước 3. Chứng minh lim
k→∞

xk = x∗.

Bây giờ, áp dụng Mệnh đề 1.7 và Mệnh đề 1.17 ta có ước lượng

‖xk+1 − x∗‖2 = ‖(I − λkF )Ŝk(xk)− x∗‖2

= ‖(I − λkF )Ŝk(xk)− (I − λkF )Ŝk(x∗)− λkF (x∗)‖2

≤ (1− λkτ)‖xk − p∗‖2 − 2λk〈F (x∗), j(xk+1 − x∗)〉
= (1− λkτ)‖xk − p∗‖2 + 2λk[〈F (x∗), j(x∗ − xk)〉
+ 〈F (x∗), j(x∗ − xk+1)− j(x∗ − xk)〉].

Từ đó suy ra

‖xk+1 − x∗‖2 ≤ (1− bk)‖xk − x∗‖2 + bkck,
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trong đó

bk = λkτ, τ = 1−
√

(1− η)/γ,

ck = 2[〈F (x∗), j(x∗ − xk)〉+ 〈F (x∗), j(x∗ − xk+1)− j(x∗ − xk)〉]/τ.

Vì
∞
∑

k=1

λk = ∞ nên
∞
∑

k=1

bk =
∞
∑

k=1

λkτ = ∞. Do đó, áp dụng Bổ đề 2.1 cho

ak = ‖xk − x∗‖2, kết hợp với (2.12), tính liên tục mạnh-yếu∗ của j và (2.15)

ta nhận được lim
k→∞

‖xk − x∗‖2 = 0. Định lí được chứng minh.

2.3. Phương pháp lai ghép đường dốc nhất dùng ánh xạ Sk

2.3.1 Nội dung phương pháp

Xuất phát từ điểm x1 tùy ý thuộc E, dãy lặp hiện {xk} được thiết kế

như sau:

xk+1 = (I − λkF )Sk(xk), k = 1, 2, 3, . . . (2.16)

trong đó

Sk = αI + (1− α)T k với T k =
k
∑

i=1

(si/s̃k)Ti.

và α ∈ (0, 1) là một số thực cố định, si được xác định bởi (2.4), s̃k =
k
∑

i=1

si

và dãy tham số λk thỏa mãn các điều kiện (L1) và (L2).

2.3.2 Sự hội tụ mạnh của phương pháp

Trước hết, chúng ta có bổ đề quan trọng sau.

Bổ đề 2.7. [26]

Cho E là không gian Banach phản xạ thực, lồi chặt có chuẩn khả vi Gâteaux

đều. Cho F : E → E là ánh xạ j-đơn điệu mạnh với hệ số η và γ-giả co chặt

với η + γ > 1. Cho {Ti} là họ vô hạn các ánh xạ không giãn trên E với

C :=
∞
⋂

i=1

Fix(Ti) 6= ∅. Ta định nghĩa ánh xạ

T k :=
1

s̃k

k
∑

i=1

siTi, k ≥ 1
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trong đó si được xác định bởi (2.4) và s̃k =
k
∑

i=1

si. Khi đó,

i) Tồn tại ánh xạ không giãn T : E → E xác định bởi

T (x) = lim
k→∞

T k(x) =
1

s̃

∞
∑

i=1

siTi(x), x ∈ E

và
∞
⋂

i=1

Fix(T i) =
∞
⋂

i=1

Fix(Ti) = Fix(T ).

ii) Với mọi tập con bị chặn B trong E , ta có lim
k→∞

sup
x∈B

‖T k(x)− T (x)‖ = 0.

iii) Với mỗi số thực cố định α ∈ (0, 1) ta xác định ánh xạ

S := αI + (1− α)T.

Nếu dãy {xk} trong E là bị chặn và lim
k→∞

‖xk − S(xk)‖ = 0 thì

lim sup
k→∞

〈F (x∗), j(x∗ − xk)〉 ≤ 0, (2.17)

ở đây x∗ là nghiệm duy nhất của bài toán (1.2).

Định lí 2.3. [26]

Cho E là không gian Banach phản xạ thực, lồi chặt có chuẩn khả vi Gâteaux

đều. Cho F : E → E là ánh xạ j-đơn điệu mạnh với hệ số η và γ-giả co chặt

với η + γ > 1. Cho {Ti} là họ vô hạn các ánh xạ không giãn trên E với

C :=
∞
⋂

i=1

Fix(Ti) 6= ∅. Lấy một giá trị cố định α ∈ (0, 1). Giả sử λk và si

tương ứng thỏa mãn các điều kiện (L1), (L2) và (2.4). Khi ấy, dãy {xk}
xác định bởi (2.16) hội tụ mạnh tới nghiệm duy nhất x∗ của bài toán (1.2)

khi k → ∞.

Chứng minh. Định lí sẽ được chứng minh thông qua một số bước như sau.

Bước 1. Chứng minh dãy {xk} bị chặn.

Với mọi p ∈ C, từ (2.16) và Mệnh đề 1.17 ta có ước lượng

‖xk+1 − p‖ ≤ ‖(I − λkF )Sk(xk)− Sk(p)‖
≤ (1− λkτ)‖xk − p‖+ ‖(I − λkF )Sk(p)− Sk(p)‖
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= (1− λkτ)‖xk − p‖+ λk‖F (p)‖
= (1− λkτ)‖xk − p‖+ λkτ‖F (p)‖/τ
≤ max {‖x1 − p‖, ‖F (p)‖/τ},

trong đó Sk = αI + (1 − α)T k với T k được định nghĩa trong Bổ đề 2.7 và

τ = 1−
√

(1− η)/γ. Do đó, dãy {xk} là bị chặn.

Bước 2. Chứng minh ‖xk+1 − xk‖ → 0 khi k → ∞.

Vì dãy {xk} nên các dãy {Sk(xk)}, {Sk+1(xk)}, {Ti(xk)} với i ≥ 1, {FSk(xk)}
và {FSk+1(xk)} cũng bị chặn. Không mất tính tổng quát ta giả sử các dãy

này cùng bị chặn bởi một hằng số dương M1. Thêm vào đó, từ (2.16), ta có

thể viết

xk+1 = λk(I − F )Sk(xk) + (1− λk)S
k(xk)

= λk(I − F )Sk(xk) + (1− λk)
(

αxk + (1− α)T k(xk)
)

= hkxk + (1− hk)zk,

(2.18)

trong đó hk = (1− λk)α và

zk =
λk(I − F )Sk(xk)

1− hk
+

(1− λk)(1− α)T k(xk)

1− hk
.

Vì zk+1 − zk = C1 + (1− α)C2, trong đó

C1 : =
λk+1(I − F )Sk+1(xk+1)

1− hk+1
− λk(I − F )Sk(xk)

1− hk

=
λk+1

1− hk+1

[

(I − F )Sk+1(xk+1)− (I − F )Sk+1(xk)
]

+
λk+1

1− hk+1

[

(I − F )Sk+1(xk)− (I − F )Sk(xk)
]

+

[

λk+1

1− hk+1
− λk

1− hk

]

(I − F )Sk(xk),

C2 : =
(1− λk+1)T

k+1(xk+1)

1− hk+1
− (1− λk)T

k(xk)

1− hk

=
1− λk+1

1− hk+1

[

T k+1(xk+1)− T k+1(xk)
]

+
1− λk+1

1− hk+1

[

T k+1(xk)− T k(xk)
]

+

[

1− λk+1

1− hk+1
− 1− λk

1− hk

]

T k(xk).
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và ta có đánh giá sau

‖T k+1(xk)− T k(xk)‖ =

∥

∥

∥

∥

1

s̃k+1

k+1
∑

i=1

siTi(xk)−
1

s̃k

k
∑

i=1

siTi(xk)

∥

∥

∥

∥

=

∥

∥

∥

∥

(

1

s̃k+1
− 1

s̃k

) k
∑

i=1

siTi(xk) +
sk+1

s̃k+1
Tk+1(x

k)

∥

∥

∥

∥

≤ sk+1

s̃k+1
M1 +

sk+1

s̃k+1
M1 = 2

sk+1

s̃k+1
M1,

nên ta có

‖zk+1 − zk‖ ≤ ‖C1‖+ ‖C2‖(1− α)

≤ λk+1τ1
1− hk+1

[

‖xk+1 − xk‖+ 2M1

]

+

∣

∣

∣

∣

λk+1

1− hk+1
− λk

1− hk

∣

∣

∣

∣

2M1

+
(1− λk+1)(1− α)

1− hk+1

[

‖xk+1 − xk‖+ 2
sk+1

s̃k+1
M1

]

+

∣

∣

∣

∣

1− λk+1

1− hk+1
− 1− λk

1− hk

∣

∣

∣

∣

M1(1− α)

≤
[

λk+1τ1
1− hk+1

+
(1− λk+1)(1− α)

1− hk+1

]

‖xk+1 − xk‖+ ck,

ở đây τ1 =
√

(1− η)/γ và

ck = M1

(

2
λk+1τ1
1− hk+1

+ 2

∣

∣

∣

∣

λk+1

1− hk+1
− λk

1− hk

∣

∣

∣

∣

+ 2
sk+1

s̃k+1

(1− λk+1)(1− α)

1− hk+1
+

∣

∣

∣

∣

1− λk+1

1− hk+1
− 1− λk

1− hk

∣

∣

∣

∣

(1− α)

)

.

Ta đặt c̃k :=
[

λk+1τ1
1− hk+1

+
(1− λk+1)(1− α)

1− hk+1
− 1

]

‖xk+1 − xk‖+ ck. Khi đó, ta

nhận được

‖zk+1 − zk‖ ≤ ‖xk+1 − xk‖+ c̃k.

Hiển nhiên, từ các điều kiện (L1) và (2.4) ta có hk → α, sk → 0 và s̃k → s̃ > 0

khi k → ∞. Do đó

lim
k→∞

[

λk+1τ1
1− hk+1

+
(1− λk+1)(1− α)

1− hk+1
− 1

]

=
1− α

1− α
− 1 = 0
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và

lim
k→∞

ck = M1 lim
k→∞

(

2
λk+1τ1
1− hk+1

+ 2

∣

∣

∣

∣

λk+1

1− hk+1
− λk

1− hk

∣

∣

∣

∣

+ 2
sk+1

s̃k+1

(1− λk+1)(1− α)

1− hk+1
+

∣

∣

∣

∣

1− λk+1

1− hk+1
− 1− λk

1− hk

∣

∣

∣

∣

(1− α)

)

= M1

∣

∣

∣

∣

1

1− α
− 1

1− α

∣

∣

∣

∣

(1− α) = 0.

Các giới hạn trên cùng với tính bị chặn của {xk} dẫn đến c̃k → 0 khi k → ∞.

Do đó, ta nhận được

lim sup
k→∞

(

‖zk+1 − zk‖ − ‖xk+1 − xk‖
)

≤ 0.

Áp dụng Bổ đề 2.2, ta có

lim
k→∞

‖xk − zk‖ = 0. (2.19)

Tiếp theo, từ (2.16) và (2.18) dẫn đến ‖Sk(xk) − xk+1‖ ≤ λkM1 → 0, khi

k → ∞ và

lim
k→∞

‖xk+1 − xk‖ = lim
k→∞

(

1− (1− λk)α
)

‖xk − zk‖ = 0.

Bước 3. Chứng minh lim
k→∞

xk = x∗.

Theo Bổ đề 2.4 tồn tại duy nhất nghiệm x∗ ∈ C của bài toán (1.2). Vì

B := {xk} xác định bởi (2.16) bị chặn nên áp dụng ii) của Bổ đề 2.7 cho

ta lim
k→∞

sup
x∈B

‖T k(x) − T (x)‖ = 0 và vì vậy lim
k→∞

sup
x∈B

‖Sk(x) − S(x)‖ = 0. Mặt

khác, từ ước lượng

‖xk − S(xk)‖ ≤ ‖xk − Sk(xk)‖+ ‖Sk(xk)− S(xk)‖
≤ ‖xk − Sk(xk)‖+ sup

x∈B
‖Sk(x)− S(x)‖.

và từ Bước 2 suy ra lim
k→∞

‖xk − Sk(xk)‖ = 0. Vì thế, ta có ‖xk − S(xk)‖ → 0

khi k → ∞. Bây giờ, áp dụng iii) của Bổ đề 2.7 ta nhận được

lim sup
k→∞

〈F (x∗), j(x∗ − xk)〉 ≤ 0.

Vì j liên tục đều trên các tập con bị chặn của E nên

lim
k→∞

(

j(x∗ − xk+1)− j(x∗ − xk)
)

= 0. (2.20)
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Tiếp theo, áp dụng Mệnh đề 1.7 và Mệnh đề 1.17 ta có

‖xk+1 − x∗‖2 = ‖(I − λkF )Sk(xk)− x∗‖2

= ‖(I − λkF )Sk(xk)− (I − λkF )Sk(x∗)− λkF (x∗)‖2

≤ ‖(I − λkF )Sk(xk)− (I − λkF )Sk(x∗)‖2

+ 2〈−λkF (x∗), j(xk+1 − x∗)〉
≤ (1− λkτ)

2‖Sk(xk)− Sk(x∗)‖2 − 2λk〈F (x∗), j(xk+1 − x∗)〉
≤ (1− λkτ)‖xk − x∗‖2 − 2λk〈F (x∗), j(xk+1 − x∗)〉
≤ (1− λkτ)‖xk − x∗‖2 + 2λkτ

[

〈F (x∗), j(x∗ − xk)〉
+ 〈F (x∗), j(x∗ − xk+1)− j(x∗ − xk)〉

]

/τ.

Từ đó suy ra

‖xk+1 − x∗‖2 ≤ (1− bk)‖xk − x∗‖2 + bkck, (2.21)

trong đó

bk = λkτ, τ = 1−
√

(1− η)/γ,

ck = 2
[

〈F (x∗), j(x∗ − xk+1)〉+ 〈F (x∗), j(x∗ − xk+1)− j(x∗ − xk)〉
]

/τ.

Vì
∞
∑

k=1

λk = ∞ nên
∞
∑

k=1

bk =
∞
∑

k=1

λkτ = ∞. Cuối cùng, áp dụng Bổ đề 2.1 cho

ak = ‖xk − x∗‖2, sử dụng (2.20) và (2.21) ta được lim
k→∞

xk = x∗.

2.4. Ứng dụng và kết quả tính toán số

Các phương pháp lặp dạng hiện mới của chúng tôi có thể áp dụng để tìm

nghiệm của bài toán cực trị (Mệnh đề 5.1 và Mệnh đề 5.2, trang 15-16, [34]):

Tìm x∗ ∈ C sao cho

ϕ(x∗) = min
x∈C

ϕ(x), C :=
∞
⋂

i=1

Ci (2.22)

trong đó ϕ là phiếm hàm lồi, có đạo hàm ϕ′(x) liên tục Lipschitz, đơn điệu

mạnh trên không gian R
n và Ci là các tập con lồi đóng của R

n.

Chúng tôi xét bài toán (2.22) với miền ràng buộc C được xác định trong

hai trường hợp sau: C là giao của các nửa không gian đóng

Ci = {x ∈ R
n : ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn ≤ bi}, (2.23)
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trong đó aij, bi ∈ R (1 ≤ j ≤ n) hoặc C là giao của các hình cầu đóng

Ci = {x ∈ R
n :

n
∑

j=1

(xj − aij)
2 ≤ r2i }, ri > 0. (2.24)

ở đây aij ∈ R (1 ≤ j ≤ n).

Ví dụ 2.1. Xét bài toán (2.22)-(2.23) trong trường hợp n = 2.

Hàm mục tiêu ϕ : R2 → R có dạng

ϕ(x) := ‖x‖2 = x21 + x22 với x = (x1, x2).

Các tập Ci được cho bởi

Ci = {x ∈ R
2 : ai1x1 + ai2x2 ≤ bi},

với ai1 = 1/i, ai2 = −1 và bi = 0 với mọi i ≥ 1. Trong trường hợp này, dễ thấy

x∗ = (0; 0) là nghiệm duy nhất của bài toán. Mặt khác, để ý rằng điều kiện

tối ưu cho bài toán (2.22) là bất đẳng thức biến phân

〈∇ϕ(x∗), y − x∗〉 ≥ 0 ∀y ∈ C.

Áp dụng phương pháp (2.1) cho ví dụ này với F (x) = ∇ϕ(x) và Ti = PCi
.

Chọn điểm ban đầu là x1 = (2.0;−3.0). Chọn các tham số thỏa mãn điều

kiện hội tụ trong Định lí 2.1 là

λk =
1

k + 2
, si = αi =

1

i(i+ 1)
.

Sau 100 bước lặp ta nhận được bảng kết quả:

k x
(k)
1 x

(k)
2 k x

(k)
1 x

(k)
2

1 2.000000000 -3.000000000 40 -0.000591766 -0.000346015

10 -0.007511824 -0.008298578 80 -0.000155006 -0.000069241

20 -0.002159906 -0.001752941 90 -0.000123185 -0.000052541

30 -0.001017548 -0.000682130 100 -0.000100272 -0.000040995

Bảng 2.1: Kết quả tính toán cho phương pháp (2.1)

Tiếp theo, chúng tôi áp dụng phương pháp (1.9) của Iemoto và cộng sự

cho cùng bài toán trên. Ta chọn các tham số thỏa mãn điều kiện hội tụ của

Định lí 1.3 là

λk =
1

k + 2
, αi =

1

100
+

1

i(i+ 1)
và ρ =

1

20
.
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Kết quả tính toán đối với phương pháp (1.9) với cùng điểm ban đầu và số

bước lặp như sau:

k x
(k)
1 x

(k)
2 k x

(k)
1 x

(k)
2

1 2.000000000 -3.000000000 40 -0.358377585 -0.187650539

10 -0.349870114 -0.338431889 80 -0.340420244 -0.158749714

20 -0.364418302 -0.241939296 90 -0.337561929 -0.153651335

30 -0.363749444 -0.204236841 100 -0.335041279 -0.149090066

Bảng 2.2: Kết quả tính toán cho phương pháp (1.9) với ρ = 1/20

Bây giờ, sử dụng phương pháp (1.10) của Yao và cộng sự. Các tham số

được chọn thỏa mãn Định lí 1.4 là

λk =
1

k + 2
, αi =

1

100
+

1

i(i+ 1)
và γk =

1

100
.

Bảng kết quả tính toán cho phương pháp (1.10) với cùng điểm ban đầu và số

bước lặp sẽ là:

k x
(k)
1 x

(k)
2 k x

(k)
1 x

(k)
2

1 2.000000000 -3.000000000 40 0.001919447 -0.003075765

10 0.034425457 -0.052395025 80 0.000375849 -0.000654537

20 0.008482904 -0.013122376 90 0.000278279 -0.000496335

30 0.003602190 -0.005668681 100 0.000210945 -0.000385873

Bảng 2.3: Kết quả tính toán cho phương pháp (1.10) với γk = 1/100

Bảng tương quan về sai số tính toán so với nghiệm chính xác của các phương

pháp (2.1), phương pháp (1.9) và phương pháp (1.10).

Phương pháp k ‖xk − x∗‖ Thời gian (giây)

(1.9) (với ρ = 1/20) 100 3.6671× 10−1 0.0460

(1.10) (với γk = 1/100) 100 4.3976× 10−4 0.0620

(2.1) 100 1.0833× 10−4 0.0310

Rõ ràng, ở ví dụ trên, phương pháp (2.1) của chúng tôi đề xuất có tốc độ

hội tụ nhanh hơn và cần ít thời gian tính toán hơn các phương pháp (1.9) và

phương pháp (1.10).
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Ví dụ 2.2. Xét bài toán (2.22)-(2.24) trong trường hợp n = 2. Hàm mục tiêu

ϕ : R2 → R được xác định bởi

ϕ(x) = (x1 − 1)2 + (x2 − 2)2 với x = (x1, x2).

Các tập Ci được cho bởi

Ci = {x ∈ R
2 : (x1 − ai1)

2 + (x2 − ai2)
2 ≤ r2i }

với ri = 1, ai1 = 1+ 1/i và ai2 = 0 với mọi i ≥ 1. Trong trường hợp này, ta có

x∗ = (1.5;
√
0.75) là nghiệm duy nhất của bài toán.

Áp dụng phương pháp (2.1) cho ví dụ này với F (x) = ∇ϕ(x), trong đó

∇ϕ(x) = (2x1−2; 2x2−4) và Ti = PCi
. Chọn điểm ban đầu là x1 = (3.0; 3.0).

Chọn dãy các tham số thỏa mãn điều kiện Định lí 2.1 như trong Ví dụ 2.1.

Áp dụng phương pháp (2.1), kết quả tính toán ở bước lặp 46000 ta nhận

được nghiệm xấp xỉ là (1.54118986; 0.88877202). Trong khi đó, cùng bước lặp

như trên, nếu áp dụng phương pháp (1.9) với ρ = 1/3 thì nghiệm xấp xỉ là

(1.552771131; 0.894458825), nếu sử dụng phương pháp (1.10) với γk = 1/100

thì ta nhận được nghiệm xấp xỉ là (1.548117716; 0.903764265).

Bảng tương quan về sai số tính toán so với nghiệm chính xác của các

phương pháp (2.1), phương pháp (1.9) và (1.10) trong ví dụ này là:

Phương pháp k ‖xk − x∗‖ Thời gian (giây)

(1.9) (với ρ = 1/3) 46000 5994.× 10−2 3756.7200

(1.10) (với γk = 1/100) 46000 6.1152× 10−2 4017.8200

(2.1) 46000 4.7053× 10−2 882.7740

Nhận xét 2.2. Như vậy, chúng ta cũng thấy phương pháp (2.1) có tốc độ

hội tụ nhanh hơn và cần ít thời gian tính toán hơn các phương pháp (1.9) và

(1.10) trong ví dụ này.

Ví dụ 2.3. Ta xét bài toán (2.22)-(2.23) trong trường hợp n = 2 và hàm

mục tiêu ϕ : R2 → R được xác định bởi

ϕ(x) = xTAx+ bTx+ c với x = (x1, x2).

trong đó

A =

(

1 0

0 1

)

b =

(

−4

−6

)

và c = 13.
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Các tập Ci được cho bởi

Ci = {x ∈ R
2 : ai1x1 + ai2x2 ≥ bi},

với ai1 = 1, ai2 = i và bi = 2 với mọi i ≥ 1. Trong trường hợp này x∗ = (2.0; 3.0)

là nghiệm duy nhất của bài toán. Áp dụng phương pháp (2.10) cho ví dụ này

với F (x) = ∇ϕ(x), trong đó ∇ϕ(x) = (2x1 − 4; 2x2 − 6) và Ti = PCi
. Chọn

điểm ban đầu x1 = (−3.0;−3.0) và dãy các tham số thỏa mãn điều kiện hội

tụ trong Định lí 2.2 là

λk =
1

k + 2
, si =

1

(i+ 1)(i+ 2)
với i ≥ 0, αi =

1

i(i+ 1)
với i ≥ 1.

Sau 1000 vòng lặp, ta có bảng kết quả tính toán:

k x
(k)
1 x

(k)
2 k x

(k)
1 x

(k)
2

1 -3.00000000 -3.000000000 40 1.985077236 2.981455284

10 1.777515152 2.723515152 100 1.997576897 2.996988779

20 1.941730159 2.927587302 500 1.999902302 2.999878589

30 1.973684588 2.967297491 1000 1.999975551 2.999969617

Bảng 2.4: Kết quả tính toán cho phương pháp (2.10)

Nếu sử dụng phương pháp (1.9) với cùng điểm xuất phát và chọn các tham

số lặp thỏa mãn điều kiện hội tụ của Định lí 1.3 là

λk =
1

k + 2
, αi =

1

100
+

1

i(i+ 1)
và ρ =

1

20
.

thì kết quả tính toán đối với phương pháp này ở bước lặp thứ 1000 sẽ là

x1000 = (−0.003777417; 0.004757678). Nghiệm này còn sai số rất lớn so với

nghiệm chính xác của bài toán. Nếu sử dụng (1.10) với cùng điểm xuất phát

và chọn các tham số lặp thỏa mãn điều kiện hội tụ của Định lí 1.4 là

λk =
1

k + 2
, αi =

1

100
+

1

i(i+ 1)
và γk =

1

2
.

thì kết quả ở cùng số bước lặp là x1000 = (1.999988011; 2.999986013). Nếu sử

dụng phương pháp (2.1) với cùng điểm xuất phát và các tham số lặp được

chọn tương tự như phương pháp (2.10) thì kết quả ở cùng số bước lặp là

x1000 = (1.999993006; 2.999991008).
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Bảng tương quan về sai số tính toán so với nghiệm chính xác của các

phương pháp trong ví dụ này là:

Phương pháp k ‖xk − x∗‖ Thời gian (giây)

(1.9) 1000 3.603692620 1.9410

(1.10) 1000 1.8420× 10−5 1.7510

(2.1) 1000 1.1390× 10−5 0.794

(2.10) 1000 3.8998× 10−5 0.833

Trong ví dụ này, ta cũng thấy tốc độ hội tụ và thời gian tính toán của

phương pháp (2.1) và (2.10) nhanh hơn các phương pháp (1.9) và (1.10).

Ví dụ 2.4. Sử dụng phương pháp (2.16) của chúng tôi cho bài toán (2.22)-

(2.23) với các giả thiết tương tự như trong Ví dụ 2.1. Với cùng điểm ban đầu

x1 = (2.0;−3.0), chọn α = 0.5 và giá trị của các tham số lặp khác được chọn

giống như phương pháp (2.1) ở Ví dụ 2.1 là

λk =
1

k + 2
, si =

1

i(i+ 1)

thì sau 100 bước lặp chúng tôi nhận được kết quả như dưới đây:

k x
(k)
1 x

(k)
2 k x

(k)
1 x

(k)
2

1 2.000000000 -3.000000000 40 -0.000480994 -0.000070587

10 -0.006652559 -0.004186461 80 -0.000122169 -0.000008939

20 -0.001851317 -0.000549394 90 -0.000096686 -0.000006287

30 -0.000845059 -0.000165788 100 -0.000078416 -0.000004588

Bảng 2.5: Kết quả tính toán cho phương pháp (2.16)

Bảng tương quan về sai số tính toán so với nghiệm chính xác của các phương

pháp (2.1) và phương pháp (2.16) trong ví dụ này là:

Phương pháp k ‖xk − x∗‖ Thời gian (giây)

(2.1) 100 1.0833× 10−5 0.0310

(2.16) 100 1.5868× 10−6 0.0160

Tiếp theo, sử dụng phương pháp (2.16) đối với bài toán (2.22)-(2.24) với

các giả thiết tương tự như trong Ví dụ 2.2. Khi đó, với cùng điểm ban đầu
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x1 = (3.0; 3.0), chọn α = 0.5 và giá trị của các tham số lặp khác được

chọn giống như ở trên thì tại bước lặp 45000 nghiệm xấp xỉ của bài toán là

(1.5034141156; 0.8682249753).

Bảng tương quan về sai số tính toán so với nghiệm chính xác của các phương

pháp (2.1) và phương pháp (2.16) trong trường hợp này là:

Phương pháp k ‖xk − x∗‖ Thời gian (giây)

(2.1) 46000 4.7053× 10−2 882.7740

(2.16) 45000 5.5053× 10−5 864.9910

Nhận xét 2.3. Chúng ta có thể thấy phương pháp (2.16) có tốc độ hội tụ

nhanh hơn phương pháp (2.1) và tốn ít thời gian tính toán hơn phương pháp

(2.1) trong ví dụ này. Bên cạnh đó, nó thể hiện tính vượt trội hơn các phương

pháp trong các ví dụ đã được trình bày ở trên.
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KẾT LUẬN VÀ ĐỀ NGHỊ

Đề tài đã nghiên cứu và đề xuất các phương pháp lặp xấp xỉ nghiệm cho

lớp bài toán bất đẳng thức biến phân.

Đề tài của chúng tôi đã đạt được các kết quả sau:
- Đề xuất được hai phương pháp chiếu lai ghép là phương pháp (1.26), (1.27)

và hai phương pháp chiếu co hẹp (1.28) và (1.29) để tìm điểm bất động chung

của một họ hữu hạn các ánh xạ gần không giãn trên không gian Hilbert thực.

Đồng thời áp dụng phương pháp mới xấp xỉ nghiệm cho bài toán hệ bất đẳng

thức biến phân với toán tử đơn điệu.

- Đề xuất được bốn phương pháp lặp dạng hiện mới là phương pháp (1.13),

phương pháp (2.1), phương pháp (2.10) và phương pháp (2.16) để xấp xỉ

nghiệm cho một lớp bài toán bất đẳng thức biến phân trên không gian Banach

với toán tử j-đơn điệu.

- Các phương pháp mới của chúng tôi có thể áp dụng cho bài toán tìm điểm

bất động chung của họ vô hạn đếm được các ánh xạ không giãn hoặc tìm

không điểm chung của một họ vô hạn đếm được các ánh xạ j-đơn điệu cực đại.

- Xây dựng được bốn ví dụ số đơn giản minh họa cho các thuật toán mới đề

xuất và có tương quan với một số phương pháp (Ví dụ 2.1-Ví dụ 2.4).

Kiến nghị hướng nghiên cứu tiếp theo của đề tài:
(I) Nghiên cứu các tiêu chuẩn dừng của các phương pháp lặp đã đề xuất từ

đó có thêm cơ sở để so sánh tốc độ hội tụ của các phương pháp lặp đã đề

xuất so với các kết quả của một số tác giả khác.

(II) Nghiên cứu giải bài toán bất đẳng thức biến phân nhiều bậc.

Kiến nghị khác:
Tiếp tục nhận được hỗ trợ từ các cấp, ngành, đơn vị về nhân lực và vật lực

để tiếp tục thực hiện hướng nghiên cứu mới của đề tài và để có thể ứng dụng

các kết quả nghiên cứu hiệu quả giải quyết các bài toán có ý nghĩa thực tiễn.
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